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coRiuj^ate ad uno ate5M triangolo (110, b). Coniche polari reciproche (IH )• Conica le tiri 
tanfenli tagliano armonicamente due coniche dalej ecc. (Itf, e). Triangoli coniugati ad 
una conica ed inacritti o rircoarritU ad ini’allra (111, d, f). 

ABT. XIX. curro dueriUe da am pamfo,/e det <fua!e vartino con Ugge data. Pag. 90 

Per BQ dalo punto coodnrre una retta che iri tocchi la polare d' alcun suo ptinlo(llt). Lungo 
di un punto una indicatrice del quale passi per un pnnto dato (113). Inviluppo delle indica- 
trici dei punti di una data curva ( 114). Luogo di mi punto un’ indicatrice del quale tocchi 
una curva data (112). Luogo di un punto variabile che unito a due punti flsel dia due rette 
roBiugale rispetto alla conica polare del primo punto (116). Geaeratizrarione dell'anlecc- 
deni* problema (117). 

Abt. XX. Aiame proprietà della carta Eeteiana e della Steineriana >96 

Le rette polari dei punti dell’ Ressiana inviluppano la Steineriana (118). CaraltcrlsUclic della 
Steineriina (110, b— d). Le prime polari dei punti di una tangente doppia della Steineriana 
si toccano Tra loro io due punti (119, a). Le prime polari dei punti di una tangente stazio* 
narìa della Steineriana si osculano fra loro in uno stesso punto ( 119, b). Un punto doppio 
della Steineriana è polo di una prima polare dotala di due punti doppi (ISO). La prima po- 
lare di una cuspide detta Steineriana è dotala di tra puato alaziooarto (121). L’ultima p»* 
lare di una curva daU tocca la Sleiseriana nei punti corrispondenti alle intersezioni delta 
cirva ilala coU’ Hesoiana ( 112). 

ABT. XXI. Proprietà delle eetonde polari >09 

Seconde polari pure e miste di punti (123). Inviluppo delle curve d’uaa serie d’indice 2 
( 124). Seconde polari pure e miste di rette ( 125). Le seconde polari pttre e miste delle 
rette pasaanti per un pnnto dato formano una rete (126). La seconda polare pura di una 
retU tocca rHessiana ovunque rincontra ( 127). Rette le cui seconde polari hanno un punto 
doppio (128). Luogo di mi punto la conica polare del quale sia inscriUs in un triangolo 


coniugato ad una cotica data (129). 

flCSlOMe 111 . CcBVI DEL TEBE* OnDIUB » 106 

Abt. XXIT. t.* Heetiana e la Cayteyana di «uà curva del terx' ordine » ivi 


Reità polare e conica polare di un pimtoi una retta ha quattro polii da un punto qualunque 
arrivano sei tangenti ad una cubica (130). Il rapporlo inarmonico delle quattro tangrnlì 
condotte ad una albica da un suo punto qnainnqne è costante (131). Cubica armonica i 
cubica eqiiianarmonica (131, b). La Steineriana e l’Hesaiana sono ima airva onica (132). 

Luogo delle coppie di poli coniugali rispetto alle conidte di una rete (132, b). L’Hessiaoa 
è rinvllnppo delle relle polari de’ suoi punii (132, e). Punii corrispondenti dell’ Hessiana •, 
iaTiltippo della retta che li unisce (133). Quadrilatero i cui vertici sodo punii eomepoadeuti 
dell' Hessiaiia (134). La Csflrjana è il luogo de’ peli congiuol] ai punii dell’ Urssiana 
(135). Una tangente della Carle^ana b divisa arraontcamenle dal ponto di contatto c dal- 
r Hessiana ( 135, c). Poloconicbe pure e miste (136). Altre definizioni dcirNetsiaaa e della 
Cajleyana (136, b). Ogni poloeonica pura tocca I’ Hessiana in tre punti (137). Conica po- 
lare di un punto dell' Hessiana rispetto all’ Hessiana medesima (137, b). Conica satellite 
( 136). L’ Hessiana è il luogo de’ punti satHIiti delle rette che toccano la Caflejrana ( t38 , a ). 

Abt. XXIII. fioatto di curve del terx" ordine atetUi i medesimi fletti >113 

Polari armoniche de’fiessi di una cubica ( 139). I firssi sono a Ire a Ire in linea retta ( 139, 
b). Cubiche lisigetiche (140). Pei flessi di una cubica passano quattro sistemi di tre rette 
(140, b). Punti ore 1' Hessiana è toccata dalle tangenti stazionarie della cnbica fondamen- 
tale (141). Punti di contatto fra THeasiana e la Caylejana (l4l, b). Li Ca.rle^ana e 
THessiana hanno proprietb reciproche (141, d).Proprietb dei trilateri sizigetici (142). Una 
cubica è Hessiana di tre cubiche ad essa sizigetkhe (143). Relazione aegmenlaria (114). Una 
cubica ha loitaolo Ire flessi reali ( 114, a). L* Uesaiana di una cubica equianarmonica k un 
Irilatero; ed una cnbica armonica è I' Heasiaoa della propria Hessiana ( 145). 
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Aat. XXIV. La curra dtl terz’ ordint coMidetiUa come Oettiana di tre ditene reti dt 

coniche Pag. U.i 

Una cnbica ha lr« di punti corriipontlrnh (146). (jttadnlaUri romplcli ioicriUi in una 

(uUtu (146. b). Propricli di quattro punti di una cubica, aveali lo ateaao taugeoaialr 
(147). Pniari di iiii punto rispetto a più cubiche sizigelicbc (146,'. ProprieU de’ punti di 
contatlo delle tangenti condotte ad ima cubica da tre tuoi punti in linea retta (149). Tre 
SiStetRt di cooirlie tangenti io tre punii ad una cubica; coniche aventi con essa un contaltit 
sipunto ( 150 I. 
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Pag. 7. Alta terza nota iggitiagele: Battacli?m. Svila dipendenza scambievole delle figure 
(Memorie delta R. Accademia delle scienze, eoi. 2, Napoli 1857. p. xxi e p. 186). 

Pag. 16 e 41 (numeri 2l c 49). L’importante teorema aulì' invoinzioie dei groppi di punii in cui 
una trasTcraale incontra più curve d’un fascio i stalo eniiacialn in tutta la sua generaliti da Pomcklkt 
( Coreptes rendili, 8 mai 1843. p. 953). Srua» aveva dimostrato quel teorema per le conicbri jlfiL- 
moire sur les Ugnes du second ordre (Annales de Cinoo.’v.fi . t. 17. Nismes 1826-27. p. 180). 


(*) Di quest* girato-corri'iie sono debitore alla cortesia del aio egregio anico E. BetrtuMi. 
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« P«Ht doft«qui voiHlra,dan« l'dbt acluel de la tcicnc«« 
gMraliscr tl erétr ta (éondtrie: le gdftie n* ni plm 
isdispenublr pour ajeubr une pietre k l’ édiflce * 
cCHàaLka, Apfrpt kistorique, p. 369). 


Il desiderio di trovare, coi melodi della pura geometria , le dimostrazioni 
dogli imporlanlissimi teoremi enunciali dall' illustre Steiues nella sua breve 
.Memoria « Àllgemeine Eigenichafìen der algebraiicktn Cune» » ( Cselle, i. 47 ), 
mi ha condotto ad intraprendere alcune ricerche delle quali offro qui un .sag- 
gio benché incompleto. Da poche proprietà di un sistema di punti in linea 
retta ho dedotto la teoria delle curve jxdari relative ad una data curva d’ or- 
dine qualsivoglia , la qual teoria mi si é alTacciata cosi spontanea e feconda di 
conseguenze, che ho dovuto persuadermi, risiedere veramente in essa il meto- 
do più naturale per lo studio delle linee piane. Il lettore intelligente giudiche- 
rà se io mi sia apposto al vero. 

La parte che ora pubblico delle mie ricerche, è divisa in tre Sezioni. 
La prima delle quali non presenta per sé molta novità , ma ho creduto che , 
oltre alle dottrine fondamentali costituenti in sostanza il metodo di cui mi ser- 
vo ili seguilo, fosse opportuno raccogliervi le più essenziali proprietà relative 
all' intersezione ed alla descrizione delle curve, alfinché il giovane lettore tro- 
vasse qui tulio ciò che é necessario alla intelligenza del mio lavoro. ' 

La teoria delle curve polari costituisce la seconda Sezione, nella quale 
svolgo e dimostro con metodo geometrico , semplice ed uniforme , non solo i 
teoremi di STEiriEit , eh' egli aveva enunciali senza prove , ma mollissimi altri 

I 
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ancora , in parte nuovi ed in parie già ottenuti dai celebri geometri PLUcaea , 
CiTLET , Heose , Clebsch , Salmon col soccorso dell’ analisi al- 

gebrica. 

Da ultimo applico la teoria generale alle curve del terz’ ordine. 

Oltre alle opere de' geometri ora citali , mi hanno assai giovalo quelle 
di MACLACim, Caekot, Poncelet, Chasles, Bobilliee, Mobiis, Jobquèbes, 
Biscbofp ecc., allo studio delle quali t da attribuirsi quanto v'ha di buono 
nel mio lavoro. Io sarò lietissimo se questo potrà contribuire a dilTundere in 
Italia I’ amore per le speculazioni di geometria razionale. 
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SEZIONE 1. 

PRINCIPIl FONDAMENTALI. 


.3 


Abt. I. »«■ rapporta aaariaonlcs. 


I. In una rena siano dati quattro punti a, h, c, d; i ponti a, b de- 
terminano col punto c due segmenti , il cui rapporto i , e col punto d 

ad 

due altri segmenti , il rapporto de’ quali ^ • Il quoziente dei due rap- 

00 

porli , 

oc _ ad 
cft" ■ Ib 

dicesi rapporto anarmmico (*) de’ quattro punti a,b,c, d e si indica col 
simbolo ( ahed ) (**). Mutando I’ ordine , nel quale i punti dati sono presi in 
considerazione , si hanno ventigwtUro rapporti anarmonici , quante sono le per- 
mutazioni di quattro cose. Ma siccome ; 

ac ad bd bc ca cb db da 

cb db da ca ad M bc ac ' 

oss ia ; 

I abcd ) = ( bade ) — ( edab ) = ( dc6o ) , 


cosi qiie’ ventiquattro rapporti anarmonici sono a quattro a quattro eguali fra 
loro. Ossia , fra essi , sei soli sono essenzialmente diversi ; tali sono i se- 
guenti : 

( abcd ) , ( aedb ) , ( adbc ) , 
t ) ( abdc ) , ( acbd ) , ( adeb ) . 

Si ha poi; 

( oc ad \ / ad 
~cT ' db) \ db ' Ib) ~ 

nsMa ; 


( abcd ) ( abdc ) =: 1 , 


CiAiLkfi, Ap^r(u hi$torique nir l'on^iN^ ft h déttltì^pimerd de» mèthode» en géomèirie 
( pr«;-4rnlé à I' Ac»déniir «1« RriuelU« en j*n%tef IH30). BniiHIcs 1837, |>ag. 34. 

■**) M6itc<t , ber CaUtU ^ Lcipzis 1837 , pag. 341 c s«g. — WimcaiL, CtTundli^ 

men der neuertn (ìeemetrie , Lnpzig IBi8, pag. 31 e »rg. 
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ed analogamente : 

( acdb ) ( acbd ) = I , 

( adbc ) ( adch ) = 1 , 

ossia i sei rapporti anarmonici 1) sono a due a due reciproci. Chiamati fon- 
damenlali i tre rapporti 

( aicd ) , ( acdb ) , ( adbc ) , 

gli altri tre sono i valori reciproci de’ precedenti. 

Fra quattro punti a, 6, c, d in linea retta ha luogo, com’ è noto, la 
relazione ; 

bc . ad -y ca . bd ab . c d = 0 , 

dalla quale si ricava: 

ca bd ab cd ^ 

bc ad bc ad 


ossia ; ( abcd ) -H ( acbd ) = 1 , 

e così pure ,• ( acdb ) + ( adcb ) = 1 , 

( adbc ) ■+■ ( abdc ) = 1 ; 


cioè i sei rapporti anarmonici 1), presi a due a due, danno una somma egua- 
le all' unità ( rapporti anarmonici complementari ). 

Dalle precedenti relazioni segue che , dato uno de’ sei rapporti anarmoiii- 
ci t) , gli altri cinque sono determinati. Infatti , posto ( abcd ) = , il rap- 


porto reciproco è ( abdc ) = . I rapporti complementari di questi due sono 


I ocàd ) — t — {adbc) — — j — . Ed i rapporti reciproci degli ultimi 
1 X 

due sono ( acdb ) , ( adcb ) = . 

• ] — X ' X — 1 


1. Congiitngansi i dati punti a, ò, c, d ad un arbitrario punto o situa- 
lo fuori delia retta ab.,.. ( iig. !■*), cioè formisi un fascio o{a , b , c , d) 
di quattro rette che passino rispellivamenle per a,b,c,dc tulle concorra- 
no nel centro o. I triangoli aoc, cab tlanno: 


ac ao sen aoc 

cb ’ bo seti cab 


Similmente dai triangoli aod , dob si ricava: 

ad 00 _ sen aod 

db bo sen dob ’ 

epperò : 

ac od _ sen aoc sen aod 

cb ' db sen cob sen dob 
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ovvero, indicando con B, C, D le (|natlro direzioni o(a, b, c, d) e 
con AC t CB,... gli angoli da esse compresi: 

ac ad _ sen AC sen AD 

cb db sen CB sen DB ’ 

eguaglianza che scriveremo simbolicamente così : 

( abed ) = sen ( ABCD ). 

Air espressione del secondo membro di quest’ equazione si dà il nome di 
rapporlo anarmonico delle quattro rette A, B, C, D. Dunque: il rappor- 
to anarmonico di quattro rette A , B , C . D concorrenti in un 
centro o eguale al rapporto anarmonico de’ quattro punti 
a, b, c , d in cui esse sono incontrate da una trasversale. Per 
conseguenza, se le quattro rcile A , B , C , D sono segate da un’altra trasver- 
sale in a', 6', c', d', il rapporto anarmonico di questi nuovi punti sarà egua- 
le a quello de’ primi a, b, c, d. E così pure, se i punti a, ò, c, d ven- 
gono uniti ad un altro centro o' mediante quattro rette A', B', C, D' , il rap- 
porto anarmonico di queste sarà eguale a quello delle quattro A^ J?, C, D. 

3. Dati quattro punti a,h,c,d in linea retta e tre altri punti a',b',c' 
in un’ altra retta, esiste in questa un solo e determinato punto d' , tale 
che sia: 

( a’b'c'd’ ) = ( abed ). 

Ciò riesce evidente, osservando che il segmento a'b’ de?’ esser diviso dal 
punto d' in modo che si abbia : 

a'd' _/ od oc \ a'c' 

TV ~ K df ' T) ’ 7F ' 

Donde segue che, se i punti aa' coincidono ( fig. 2.‘ ) , le rette bb', cc\. 
dd’ concorreranno in uno stesso punto o. 

Analogamente: dati due fasci di quattro rette ABCD, A'B' CD', i centri 
de’ quali siano o, o', ed i rapporti anarmonici 

sen(^/?CD), sen ( ) 

siano eguali, se i raggi AA' coincidono in una retta unica ( passante per o e 
per o' ) , i tre punti BB", CC, DD' sono in linea retta. 

Dati quattro punti a, b, c, d in ima retta ed altri quattro punti a',b', 
c, d" in una seconda retta ( fìg. 3.^), se i rapporti anarmonici [abed), 
[a'b'c'd') sono eguali, anche i due fasci di quattro rette a[a'b'c'd'), a'(oòcd) 
avranno eguali rapporti anarmonici ( 2 ). Ma in questi due fasci i raggi corri- 
spondenti aa', a' a coincidono; dunque i tre punti (ab', a'b), [ac, a'c), 

( ad', a'd ) sono in linea retta. Questa proprietà offre una semplice regola per 
costruire il punto d', quando siano dati abed, a'b' e'. 

Ed in modo somigliante si risolve I’ analogo problema rispetto a due fa- 
sci di quattro rette. 

4. Quattro punti a, b, c, d in linea retta diconsi armonici quando sia: 

( abed ) = — 1 , 


(i 


rpperù anche : 

(bade) = ( edab ) = ( deba ) — ( abde) — ( èoed) — ( cdba) — (dcab | = — I. 

I punii a, b e end pure e , d diconsi coniugali fra loro (*). 

ad 

Se il punto d si allontana a disianza infinita, il rapporto ha per 

db 


limile — I j quindi dall'equazione (abed) = — 1 si ha = 1 , ossia e ^ 

eh 

il punto di mezzo del segmento o6. 

La relazione armonica ( abed ) = — 1 , ossia 


ac ad 

i = 0 

cb db 

mostra che uno de’ punti e, d, per esempio e, b situalo fra a e A, mentre 
l’altro punto d è fuori del segmento finito ab. Laonde, se a coincide con A, 
anche e coincide con essi. E dalla stes.sa relazione segue che, se a coincide 
con e, anche d coincide con a. 

La relazione armonica individua iinp de' quattro punti, quando sian dati 
gli altri Ire. Ma se questi sono coincidenti , il quarto riesce indeterminato. 

Analogamente: quattro rette A, B, C, D, concorrenti in un punto, di- 
consi armoniche , quando si abbia : 

sen ( ABCD ) = - I , 

0101 ' quando esse siano incontrale da una trasversale qualunque in i|iiatlrn 
punti armonici. 

6. Sia dato ( fig. 4.*) un quadrilatero completo, ossia il sistema di 
quattro rette seganiìsi a due a due in sei punti a, b, c, a', b', e'. Le tre 
diagonali ad, bb', cc formano un triangolo a^f . Sia x il punto coniugato ar- 
monico di jl rispetto a c, c' e sia y il coniugalo armonico di y rispetto a 
A , A'. La retta coniugala armonica di ad rispetto alle acb' , ac'b ed anche la 
retta coniugata armonica di da rispetto alle dbc, db' e' dovranno passare per 
X e per y. Dunque questi punti coincidono insieme con a, punto comune al- 
le bb', ce. Donde segue che ciascuna diagonale A divisa armonicamente dalle 
altre due. 

Di qui una semplice regala per costruire uno de’ quattro punti armonici 
a, y, b. A', quando siano dati gli altri Ire. 

Dna somigliante proprietà appartiene al quadrangolo completo ( sistema di 
quattro punti situali a due a due in sei rette ) e dà luogo alla costruzione di 
un fascio armonico di i(uallro rette. 

6. Quattro punti m, , , ni;,, in linea retta , riferiti ad nn punto o 

lidia retta medesima, siano rappresentali dall’equazione di quarto grado; 

2) .4 . din* -t- 4B . òm’ -t- 6C. óiif* -t- 40. om -r- B = 0 , 

cioè siano om,, om^, om, , om^ le radici dell’equazione medesima. 


I*) Il iHiito 6 òteesi coniugalo armonico di a rispetta ai diir e, d, ree. 
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il rapporto anarmooico ( ) è eguale a — I , si avrà ; 

m,nij , m^nij -f- tn^ni;, . ni^ni, = 0 , 

ovvero, sostituendo ai segmenti le differenze om- — om, ed 

avendo riguardo alle note relazioni fra i coelHcienti e le radici di un'* * equa- 
zione : 

A ( om, . om,j -i- om, . om, ) — 2 C = 0. 

Analogamente : le e<]tiazioni ( m,m,m,mj ) = — I , ( m,m,mjm, | = — t danno : 

i4 ( om, . om, om, . om^ ) — 2C =: 0 , 

A ( om, . om, -l- om, . om, ) — 2C = 0 . 

Moltiplicando fra loro queste tre equazioni sì otterrà la condizione neces- 
saria e sufRcientc, ailìnchè uno de' tre sistemi ( m,m,m,m, ) , (m,m,m,m, ), 
( m,m,m,m. ) sia armonico. Il risultato è simmetrico rispetto ai segmenti om,, 
om, , om, , om,, epperò si potrà esprìmere coi soli coeflìcienti dell’ e<|U3zio- 
ne 2|. Sì ottiene cosi : 

ACE -t- ÌBCD — AD^ — EB^ - C' = 0 
come condizione perchè ì punti rappresentati dalla data equazione 2) , presi in 
alcuno degli ordini possibili , formino un sistema armonico ('). 

AmT. II. ProJetUs'llià dello punteimlatc e delle «Ielle. 

7. Chiameremo punttggiata la serie de’ punti situati in una stessa retta, 
e fascio di relte o sitila la serie delle rette ( situate in un piano ) passanti 
per uno stesso punto ( centro della stella ) (***). Le punteggiate e le stelle si 
designeranno col nome comune di /orme gtomtiricht. l’er e/emen/i di una for- 
ma geometrica intendansi i punti n le rette costituenti la punteggiata n la 
stella che sì considera. 

Due forme geometriche si diranno proj eltive quando 
fra i loro elementi esista tale relazione, che a ciascun 
elemento della prima corrisponda un solo c determinato 
elemento della seconda ed a ciascun elemento di questa cor- 
risponda un solo e determinato elemento della prima (***(. 

Per esempio ; se una stella vien segata da una trasversale arbitraria , i 
punti d’ intersezione formano una punteggiata proiettiva alla stella. 

Dalla precedente definizione segue evidentemente che due forme projellive 
ad una terza sono projellive fra loro. 

8. Consideriamo due rette punteggiale. Se i è un punto fisso della prìm.i 
retta , un punto qualunque m della medesima sarà individuato dal segmento 
im; ed analogamente, un punto qualunque m' della seconda retta sarà indi- 
viduato dal segmenta j'm', ove / sia un punto fisso della stessa retta. Se le 


(*) Salmo?!, Lessont introdueiorv lo lAr modrm /ngker algfbra , Dnblin p. toa. 

BiLLAvim, hfomftrìa d^terif/iva, Padova IRSI . p. 7i. 

(***/ Cmarlusi Prineipe de eorrespondawe enlre deus oàjeli variaùtes eie. (Corap(r« 
«Ina de TAcad. de France, 24 «Utembre I8A&). 
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line piinleggiate sono projetliirc e s-e m, m' sono punii eorritpondetui , fra i 
>egnienli im , j'm' arra luogo una relazione, la quale, in virtù della defini- 
zione della projellivili , non può essere che della forma seguente : 

1 ) X . im . f m -t- i . im -i- u . f m -h r :: l) , 

ove *, A,, 11 , T sono coefficienti costanti. Quest’ eqnazione può essere sempli- 
ficata, determinando convcnienlemenle le origini i, /. Sia i quel punto della 
prima punteggiata, il cui corrispondente ò all’infinito nella seconda retta: ad 
im = 0 dovrà corrispondere fm' — ’k, quindi fi = 0. Cosi se supponiamo che 
j sia quel punto della seconda punteggiata , a cui corrisponde il punto all’in- 
finito della prima, sarà .i = 0. Perciò I' e<|uazione I) assume la forma: 

2) im . j m’ = A’ j 

ove A è una costante. 

Siano a, b, e, d quattro punti della prima retta; a, A', e', >f i loro 
corrispondenti nella seeonda. Dalla 2) abitiamo : 


quindi : 



, jc = 


A 

tc 


de' 


A . ae 
ia . ic 


Analoghe espressioni si ottengono per c’b', ad', db', e |ier conseguenza : 
o c’ a d' _ ac ad 

eh' db' cb db ’ 

cioò : 

( db c'd' ) = ( abed ). 

Abbiansi ora una stella ed una punteggiala, proiettive. Segando la stella 
con una trasversale arbitraria si ha una nuova punteggiala , che ò proietti- 
va alla stella, e quindi proiettiva anche alla punteggiala data ( 7 ), .Sia- 
no a, b, c, d quattro punti della punteggiata data, A, B, C, D i corri- 
spondenti raggi della stella ed a, b', c', d' i punti in cui questi raggi sono 
incontrali dalla trasversale. Avremo: 


Ma si ha anche 
dun(|ue : 


2 ): 


( db c'd' ) = ( ahed ). 

( db c'd ) = sen ( A BCf) ) , 


( abed ) = sen ( ABC/l ). 


Da ultimo, siano date due stelle proiettive: segandole con due trasver- 
sali (u anche con una sola) si avranno due punteggiate, rispellivamenle pro- 
iettive alle stelle, epperò proiettive fra loro. Siano A, B, C, I) quattro rag- 
gi della prima stella; A, B', C, I)' i quattro corrispondenti raggi della 
seconda; a, 6, c, d ed a', 6', c, d i quattro punti in cui questi raggi sono 
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inconlrali dalle riipelli»e trasversali. A cagione della projeltivilà delle due 
punteggiale abbiamo : 

( ab'c'd' I = ( abed |. 

.Ma sì ba inoltre ( 2 ) : 

( db ei ) = sen ( A'B'C D' ) , ( abed ) = sen ( ABCD ) , 

dunque ; 

sen ( ÀB CD ) = sen ( ABCD ). 

Concludiamo che: date due forme projellire, il rapporto 
anarmonico di quattro eie tu enti quali siTOglìauodell’una 
ii eguale al rapporto auariuouico de’ quattro corrisponden- 
ti elementi dell’altra. 

Da ciò consegue clic, nello stabilire la projellivili fra due forme geo- 
metriche, sì ponno assumere ad arbitrio tre coppie d’elementi corrispondenti, 
per es. na', bb , cc. Allora, per ogni altro elemento m dell’ima forma, il 
corrispondente elemento ni dell' altra sarà individualo dalla condizione del- 
I' eguaglianza de’ rapporti anarmonicì (db'c’m'j, ( aftem ). 

9. Supponiamo che due rette punteggiate proiettive vengano sovrapposte 
I’ una all' altra ; ossia imaginiamo due punteggiale projellìve sopra una medesima 
retta , quali a cagìen d’ esempio si ottengono segando con una sola trasversale 
due stelle proiettive. La proiellività delle due punteggiale b rappresentata dal- 
I’ equazione 2) ; 

im . j'mi = k. 

l’er mezzo di essa cerchiamo se vi sia alcun punto m che coincida col suo 
corrispondente ni. 

Se le due punteggiale s’ iiuaginano generale dal movimento simultaneo 
de’ punti corrispondenti m, ni, i evidente che questi due punti si moveranno 
nello stesso senso o in sensi opposti, secondo che la costante k sìa negativa 
n positiva. 

Sia l!t > 0. In questo caso è manifesto che sì può prendere stil prolun- 
gamento del segmento /i... un punto e tale che si abbia ie.jt = k. E se 
si prenderà sul prolungamento dì ij... un punto f, che sìa distante da j’ 
ipianto e da i, sarà if.jf—k. Cioò i punti e, f, considerati come apparte- 
nenti ad una delle due punteggiate , coincidono coi rispettivi corrispondenti. 

Ora sia k — — h‘. I punti m, ni non potranno, in questo caso, coin- 
cidere che entro il segmento i]. Si tratta adunque dì dividere questo segmento 
in due parli im, mj", il rettangolo delle quali sia AL Quindi, se vi 

‘'araiiiio due putiti e , f sodisfacenti alla questione : essi sono i piedi delle ordinale 
perpendicolari ad ij ed eguali ad A, del semicircolo che ha per diametro if. 
Se 2A — if, non vi sarà che il punto medio di if che coincida col proprio 
corrispondente. Da ultimo, se Ìh>if, la qnìsiione non ammette soluzio- 
ne rtale. 

Concludiamo che due punteggiale proiettive sovrapposte hanno 
due punii comuni (reali, imagìnari o coincidenti), equidistanti 
dal punto medio del segmento l'y'. 

Che i punti comuni dovessero essere a/ più due sì poteva prevedere an- 
che da ciò che, se due punteggiale proiettive sovrapposte hanno tre punti 
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coincidenli coi risp«llÌTÌ corrUpondenli , e&se sono identicht. Infatti, so ( oòcm ) 
= ( abcm ) , il punto to' coincide con to. 

Se e, / sono i punti comuni di due punteggiate projetlive socrapposle , 
nelle quali da', 66' siano due coppie di punti corrispondenti , si avrà I’ egua- 
glianza de’ rapporti anarmonici ; 

{abtf) = {a‘b'tf), 

che sì può scrìfere cosi : 

( aatf) = ( bh'ff), 

donde si ricava che il rapporto anarmonico {aàtf) è costante, qua- 
lunque sia la coppia aa‘. 

10. Siano date due stelle projetlive, aventi lo stesso centro. Segandole 
con una trasversale , otterreino in questa due punteggiale projeltive ; due pun- 
ti corrispondenti m, to' sono le intersezioni della trasversale con due raggi 
corrispondenti M, M’ delle due stelle. Siano e , f i punti comuni delle due 
punteggiale. Siccome i punti e, f della prima punteggiata coincidono coi loro 
corrispondenti e, f della seconda, cosi anche i raggi £, F della prima stel- 
la coincideranno rispellivaraenle coi raggi £', F che ad essi corrispondono 
nella seconda stella. Dunque , due stelle projetlive concentriche hanno due rag- 
gi comuni (reali, imaginari o coincidenli | , cioè due raggi, ciascun de' qua- 
li b il corrisponderne di sA stesso. • 


AmT. III. Teoria de’ renlri armonlet. 

11. Sopra una retta siano dati n punti 0 , 0 , ...a„ ed un polo o. Sia 
poi m un punto della retta medesima , tale che la somma dei prodotti degli n 

rapporti , presi ad r ad r , sia nulla. Esprimendo questa somma col simho- 
oa 

io £ I ) , il punto m sarà determinalo per mezzo della equazione: 

V oa h 

1 ) 21 ) = 0 , 

V oa rr 

che , per I’ identità tna'=oa — om, può anche scriversi ; 

2) = 0, 

\ oro oa /r 

ossia sviluppando : 

ove il simbolo esprime il numero delle combinazioni di n cose prese 
ad r ad r. 

L’ equazione 3) , del grado r rispetto ad om , dà r posizioni pel punto m: 
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(ali r pumi m,mj...nir M chiameranno (') emiri armonici, del grado r, 
del dato sistema di pumi a,Oj...a„ rispetto al polo o. 

Quando r = 1 ^ si ha un solo punto m , che i stalo considerato da 
PonCKccT sotto il nome di centro delle medie armoniche (**). 

Se inoltre è n = 2 , il punto m diviene il coniugata armonico di o ri- 
spetto ai due 0 ,% ( 4 ). 

12. Se l’equazione 1) si moltiplica per oa, . oo^ . . . oa» e si diride per 
ma, . mOj . . . ma» , essa si muta evidentemente io quest’ altra : 



donde si raccoglie : 

Se m è un centro armonico, del grado r, del dato sistema di 
punti rispetto al polo o, viceversa o è un centro armonico, del 
grado n — r, del medesimo sistema rispetto al polo m. 

1 3. Essendo m,m, . . . m, gli r punti che sodisfanno all’ equazione 3) , sia f/ 
il loro centro armonico di primo grado rispetto al polo o ; avremo I’ equa- 
zione : 

2(J L\ = 0 

V Ofi oro / 1 

analoga alla 2) , ossia sviluppando ; 



Ma, in virtù della 3), è: 


dunque ; 


ossia ; 



Ciò significa che ^ è il centro armonico, di primo grado, del dato sistema 
di punti 0 , 0 , ■ ■ • o„ rispetto al polo o. 

Indicando ora con uno de’ due centri armonici, di secondo grado, del 
sistema m,m, . . . nir rispetto al polo o, avremo I’ equazione analoga alla 2) : 


n(- -) =0, 

\ Ofi- om / 1 


{*) Jonqviìbu, éìlémoiTe tur la tké<rri€ det fòUt ti polaira tU. (JoHrn«l rfe M. Lioctilli, 
aoul 18S7, p. S68). 

(**) MHnùiu mr Itt ctiUrtt 4tt moyeiiiiei harmoniquei di Ciiiiii, t. 3, Berli- 

no IB)8, p. 
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ossi»j sviluppando; 
r(r-l) 


2 \ ofi ^ 

Ma, in virtù della 3), si ha; 


(JLy_,._,,J s(J-) =«. 

\ 0 fi / ofi V om / 1 \ om /-i 


2(^1) , j(-L) =^l^-U(J-) , 

Vom/| n \oa/i \om/« n(n— 1| Voa/y 

)i 2 /—) + 2 (— )^=o, 

2 ^ ou / ou \ oa / i > oa ft 

\Oìl «I /-j 


onde costituendo ne verrà: 
F^— I ) ^ I 

vale a dire 


dunque ^ è un centro armonico , di secondo grado , del sistema fi| 0 , . . . u„ 
rispetto al polo o. 

Lo stesso risultato si ottiene continuando a rappresentare con p iin cen- 
tro armonico , del terzo , quarto ( r — 1 grado , del sistema 

tn,m,,...mr rispetto al polo o. Dunque; 

Se sono i centri armonici, di grado r, del dato 

sistema a|Oj...au rispetto al polo o, i centri armonici, di grado 
s (s<r), del sistema rispetto al polo o sono anche 

i centri armonici, del grado s, del sistema dato rispetto allo 
stessopoloo. • ' 

1 d. Se m i' un centro armonico , del grado n — 1 , del dato sistema 
a,Of...a„ rispetto al polo o, si avrà l'equazione d) nella quale sia posto 
r = n— 1. Vi s'introduca un arbitrario punto i (della retta data) mediante 
le note identità oa = oi-t-ia, ma = ia — im, onde si avrà; 



ossia, sviluppando; 

S) im" ' (n. o»-t-2(ia)| ) — im” (n— l)o«2(io), -4-2 2(io), j 

-4-im"*"{(n— 2)oi2(io)o-4-3 2(ia)j j...-4-(— 1)"~‘ {oi2(*a)„_,-4-n2(ia)„) = 0. 

Siano i centri armonici, di grado n — 1, del dato siste- 

ma rispetto al polo o, cioà i punti che sodisfanno alla 5); si avrà; 


2(im)r = 


(n — r)o:'2(ia),.-(-(r-4- 1 )S (ia)r+, 
n.oi -4- 2 (in), 
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Ora sia /i uno de' emiri armonici, del grado n — 3 , del sislema 
rispello ad un punio o ( della reità dala ) ; avremo analogameiile alla 5) : 

tu * ( ( n — 1 ) o'i 4- 2( im ) , S — { ( n — 2 ) o’i X( im ), 4- 2 2| im (^ } 

-4- ( — 1 )’'"* { o'i X( im ),_j -I- ( n — t ) 2( tm ),_, ! = 0. 

In questa equazione posto per X(im)r >1 valore antecedentemente scritto, si 
ottiene : 

oi . o'i'i b(«— l)i,«" (ti— l)(n— 2)i/j"~’^X(ia)|-!-|n— 2)(n— 3)iV'‘“*X((a),... j 

-*-(oÌ4-o'i){ (n— l)i,u ^£(ia)|— 2|i» — 2)ip" 2(io)^-)-3|n — 3)iu 

-t-{l.2ip 2(ia)j — 2 . 3 ip' X|ioÌ 34-3 . 4 if/“ * Xlia)^. . .j = 0 ; 

il qual risultato, essendo simmetrico rispetto ad o, o, significa che: 

Se tn,m, . .. m„_, sono i centri armonici, di grado n — 1, del sistema 
a|Oj...a„ rispetto al polo o, e se sono i centri armonici, di 

grado n — I, dello stessa sislema a,Oj...a„ rispello ad un altro polo o' ; 
i centri armonici, del grado n — 2, del sislema m,m^ . . . . tn„_, rispetto 
al polo 0 coincidono coi centri armonici, del grado n — 2, del sislema 
m',m . m'„_, rispetto al polo o. 

(Jueslo teorema, ripetuto successivamente, può essere esteso ai centri 
armonici di grado qualunque, e allora s'enuncia cosi: 

Se sono i centri armonici, di grado r, del siste- 

ma dato a,a,...a,i rispetto al polo o, e se ns',m'j . . . mV, sono i 
centri armonici, di grado r' , dello stesso sislema dato rispetto 
ad un altro polo o', i centri armonici, di grado r -i- r' — n, del si- 
stema rispetto al polo o coincidono coi centri armo- 
nici, di grado r -+- r — n , del sistema . . . m’, , rispetto al 

polo o. 

15. Se m e fv sono rispettivamente i centri armonici, di primo grado, 
dei sistemi a,<ij...a„ ed a^a-.,.a„, rispetto al polo o, si arri; 

i 1 1 

om oa, oa^ oa„ ’ 

n— I _ ! 1 _1_ 

Ofi OOg 00, 00„ 

Si supponga /t coincidente con o, : in tal caso le due equazioni precedenti , 
paragonale fra loro , danno om = o/j. Dunque : 

Se o, è il centro armonico, di primo grado, del sislema di 
punti 0,0,. ..Ot, rispetto al polo o, il punto o, è anclie il centro 
armonico, di primo grado, del sislema a,a,...o„ rispetto allo stes- 
so polo. 

16. Fin qui abbiamo tacitamente supposto che i dati punti 0 , 0 ,... o„ 
fossero distinti, ciascuno dai restanti. Suppongasi ora che r punti OnO„_|...o„_, 4 ., 
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roincidano in un solo, che denoteremo con a,|. Allora ^ se nella equazione ò) 
si assume a„ in luogo dell’ origine arbitraria i , risulta evidentemente : 

£ I in )„ = 0 , £ ( io = 0 2 ( tu )«_r+| = 0 , 

onde r equazione 6) riesce divisibile per , cioè r — 1 centri armonici 

del grado n — 1 cadono in u„ , e ciò qualunque sia il polo o. Ne segue inol- 
tre, avuto riguardo al teorema (13), che in u,| cadono r— 2 centri armo- 
nici di grado n — 2 ; r — 3 centri armonici di grado n — 3 , . . . ed un cen- 
tro armonico di grado n — r -t- 1. 

17. L’equazione 3| moltiplicata per òm’ e per ( — 1 ou, . ou^ . . . ou„ 
diviene: 


, . (I» — r-t-2)(n — r-t-1 ) ^ 

ti) om'' 2(oa)„_r— (n— r-i- l)o t»'^' £(oa)„_r+,-l-' j — ^ -o»ii’~- 


£(oo)„ 




(- 1 )-- 


n|n — !)...(« — r-t- 1 ) 
1 . 2 ... r 


£(ou)« = 0. 


Suppongo ora che il polo o coincida, insieme con n-n- , .. .a., i , in 
un unico punto. Allora si ha : 


2(oo)„ = 0, £(ou)„_, = 0, . . . £(oa),_^, = 0 ; 


quindi I’ equazione che precede riesce divisibile per om' , ossia il polo o tien 
luogo di $ centri armonici di grado qualunque. Gli altri r — a centri armoni- 
ci, di grado r, sono dati dall’equazione: 

£(oo)„_r — (n — r-t-1 )òm'“'~‘ Z(oa)„_r+, 


(n-r-t-2)(n-r-t-l 

-I om' ’ ^ X(oii 


. 2 


r+l • 


. = 0 , 


ove le somme £(oa) contengono solamente i punti a,Oj...aK_,. Dunque, gli 
altri r — s punti m, che insieme ad o preso s volle costituiscono i centri ar- 
monici , di grado r , del sistema a^a ^ . . . a, rispetto al polo o , sono i centri 
armonici, di grado r — s, del sistema a,aj...a„_, rispetto allo stesso polo o. 

Si noli poi che , per i = r -i- I , 1’ ultima equazione ò sodisfatta iden- 
ticamente, qualunque sia m. Cioò , se r -t- 1 punti a ed il polo o coincidono 
insieme, i centri armonici del grado r riescono indeterminati, onde potrà as- 
sumersi come tale uu punto qualunque della retta a, a. . . . 

18. Abbiasi, come sopra (11 |, in una retta A ( fìg. 5.*) un siste- 
ma di n punti a, a,... a, ed un polo o; sia inoltre m un centro armonico 

di grado r, onde fra i segmenti ma, oa sussisterà la relazione 1|. Assunto 

un punto arbitrario e fuori di A e da esso tirale le rette ai punti o , a, m , 

seghinsi queste con una trasversale qualunque A' nei punti o, a, m‘ . Allora 
si avrà : 


ma 

ma 

sen cm'a' 

ea 

cà 

sen cam 
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e«l analogamente: 





oa 

oa 

sen eoa 


ca 

ra' 

sen eoa ’ 

donde si ricava : 




ma 

ma 


>en càm' scn cma 

oa 

o'à 


sen eoa' sen eoa 


Il secondo membro di questsi equazione non varia , mutando i punti a, a, 
quindi avremo : 

ma, ma^ ma„ _ ma', m'a'^ m'a'n 

00, oa.j OQn o'a\ 0Q\ Où'n 

.... . ma 

Siccome poi la relazione 1) è omogenea rispetto alle quantità — , così se 

OQ 

ne dediirrà: 



cioè : 

Se m è un ceniro armonico, di grado r, di un dato sistema di punii 
OiO-i ,a„ situali in linea retta , rispetto al polo o posto nella stessa retta , 
e se tulli questi punti si propellano, mediante raggi concorrenti in un punto 
arbitrario , sopra una Irastersale qualunque , il punto m’ ( projezione di m ) 
sarà un ceniro armonico, di grado r, del sistema di punti a',a'j...a'„ (pro- 
iezioni di a,o^...a„ ) rispetto al polo o' ( projezione di o ). 

Questo teorema ci abilita a trasportare ad un sistema di rette concorrenti 
in un punto le derinizioni ed ì teoremi superiormente stabiliti per un sistema 
di punti allineali sopra una retta. 

19. Sia dato un sistema di n rette A^A^...An od un’altra retta O, 
tulle situate io uno stesso piano e passanti per un punto fìsso r. Condotta 
una trasversale arbitraria R che, senza passare per e, seghi le rette date in 
a|aj...o„. si imaginino gli r centri armonici m|nij...mr, di grado r, 
del sistema di punti a,a. 2 ...a„ rispetto al polo o. Le rette .. .1/r ron- 
done da c ai punti m,ni 2 ..,mr si chiameranno assi armonici, di grado r, 
del dato sistema di rette A[A^...A, rispetto alla retta 0. 

Considerando esclutivamenle rette passanti per c, avranno luogo i seguenti 
teoremi , analoghi a quelli già dimostrali per un sistema di punti in linea retta. 

.Se JU è iin asse armonico, di grado r, del dato sistema di rette 
rispetto alla retta O , viceversa O è un asse armonico di grado n—r, del me- 
desimo sistema, rispetto alla retta M. 

Se sono gli assi armonici, di grado r, del dato siste- 

ma /l|^ 2 -" rispetto alla retta 0,gli assi armonici, dì grado s (s<r), 
del sistema Mr, rispetto ad 0, sono anche gli assi armonici, del 

grado s, del sistema dato, rispetto alla stessa retta 0. 

Se MtMi. . . ilr sono gli assi armonici, di grado r, del sistema dato 

A\A^.. . An , rispetto alla retta 0 c se M' \M\. .. M'rt sono gli assi armo- 

nici, di grado r‘, dello stesso sistema dato, rispetto ad un’altra retta O'j 



fii 

gli armonici , (li grado r -H r' — n , del sistema . . jfr , rispetto alla 

retta O', coincidono cogli assi armonici , di grado r -i- r' — n , del sistema 
X\U\. . . if r , rispetto alla retta 0. 

Qiialuntpie sia la retta O, se r fra le rette date AiÀf.. Am coincidono 
in una sola , questa lien luogo di r — 1 assi armonici di grado n — 1,dir — 2 
assi armonici di grado n — 2,.,. di un asse armonico di grado n — r -f- 1. 

Se < rette . ... coincidono fra loro e colla retta 0, que- 

sta tien luogo di s assi armonici di qualunque grado, e gli altri r — s assi 
armonici, di grado r, sono gli assi armonici, di grado r — i, del sistema 
AiAi 4„_, rispetto ad 0. 

20. Se al n." 18 la trasversale A' rien condotta pel punto o, ossia se 
la retta A si fa girare intorno ad o, il teorema ivi dimostrata puc'i essere enun- 
ciato cosi ; 

Siano date t» rette A^Aì...Ah concorrenti in un punto c. Se per un 
polo fisso 0 si conduce una trasversale arbitraria A die seghi quelle n rette 
Ile’ punti a|(ij...a.,, i centri armonici di grado r, del sistema a|n.^...a„, ri- 
spetto al polo 0 , generano, ruotando A intorno ad o,r rette ... .Ur con- 

correnti in c. 

£ dagli ultimi due teoremi (19) segue: 

Se s rette A„A„_i... fra le date coincidono in una sola A^, 

questa tien luogo di s— (n — r) delle rette Attili. .. Mr- Se inoltre passa 
pel polo 0 , essa tien luogo di i delle rette .W| .Vj . . . .Vr. Le rimanenti r — s, 
fra queste rette, sono il luogo de’ centri armonici di grado r — j, (rispetto al 
polo o) de’ punti, in cui A sega le rette AiA±. . . A„_,. 


ART. lA’. Teorin iBsoliiiionr. 

21. Data una retta, sia o un punto fisso in essa , a un punto variabile; 
inoltre siano ... /ii ,Ai. .. quantità costanti ed u una quantità variabile. 

Ora abbiasi un’ equazione della forma : 

i ”"•* I n — J . t , ”“i» , ““«—1 - , 

J ) «n 00 k„^^ OH '+'A,^|00 ..-4-^, J— 0. 

Ogni valore di o dà n valori di oa, cioè dà un gruppo di » punti a. 
Invece, se è dato uno di questi punti, sostituendo nella 1) il dato valore di oa, 
se ne dedurrà il corrispondente valore di o, e quindi, per mezzo dell’ e<|ua- 
zione medesima , si otterranno gli altri n — 1 valori di oa. Dunque , per ogni 
valore di o, l’equazione 1) rappresenta un gruppo di n punti cosi legati fra 
loro, che uno qualunque di es.si determina tutti gli altri. Il sistema degli in- 
finiti gruppi di n punti, corrispondenti agli infiniti valori di o, dicevi l'nm/ii- 
aoiie del grado n (*). 

Una semplice puniiggiaia può considerarsi come un’ involuzione di pri- 
mo grado ( 7 ). 


g<*) JoKCfi-iàRes » (ién&aUfation de la théorie de l’invotuUon ( Annali di Matemalica. tono 2.**- 
luiila 1&59, |>as. 66;. 
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Un’involuzione t delerminala da due gruppi. Infatti, »e le equazioni: 

k„oa oa ...= 0, h„oa -t-n^^oa ...= 0 

rappiescnlano i due gruppi dati , ogni altro gruppo dell’ involuzione sarìt rap- 
presentato dalla : 

A\ oa «N_| oa . . .-f- *> (A„oa oa ...) = 0, 

ove u sia una quantità arbitraria. 

33. Ogni qualvolta due punti a d’ uno stesso gruppo coincidano in un 
solo , diremo che questo è un punto doppio dell’ involuzione. Quanti punti doppi 
ha l’involuzione rappresentala dall’equazione 1)p La condizione che quest’e- 
quazione abbia due radici eguali si esprime eguagliando a zero il diicriminanle 
della medesima. Questo discriminante è una funzione, del grado 3(n— 1), 
de’ coellìcienli dell' equazione; dunque, eguagliandolo a zero, si avrà un’ equa- 
zione del grado 3 (n — S ) in e. Ciò significa esservi 3 (n — I ) gruppi, ria- 
scuno de’ quali contiene due punti coincidenti, ossia: 

Un’ involuzione del grado n ha 3(n— 1) punti doppi. 

33. Siano a|aj...a„ gli n punti coslilnenli un dato gruppo. Il centro 
armonico m, di primo grado , di questi punti, rispetto ad un polo o preso ad 
arbitrio sulla retta data, è determinato dall’equazione: 



donde, avuto riguardo alla 1), si trae: 


om = — n 


*0 “ *0 

^1 ti A, 


Quindi^ il «segmento compresso fra due punii m, m', centri armonici di 
due gruppi diversi, si potrà esprimere così: 


mm — om — om = 


n (A„A, — Alfe,,) (o — o) 
( A| -f- bA( } ( A, -i- u Al I 


Siano ora tn, , , m;, , m, i centri armoniei ( di primo grado e relativi 

al polo 0 ) di quattro gruppi , corrispondenti a quattro valori e, , o, , , a, 

di a ; avremo : 


^ : ^ ; 

«2 — "4 

uuesto risultalo non si altera, se invece di o si assuma mi altro punto; cioò 
il rapporto anarmonico dei quattro centri ò indipendente dal po- 
lo 0 . Ke segue che la serie de’ centri armonici ( di primo grado ) di liitt' i 
gruppi , rispetto ad un polo o , e la serie de' centri armonici ( dello stesso 
grado ) de’ gruppi medesimi , rispetto ad un altro polo o , sono due punteg- 
giate projetlivc. 

i 
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Per rapporto anarmonico di quattro gruppi di un' involuzione , iolende- 
remo il rapporlu anarmonico de' loro emiri armonici di primo grado , relativi 
ad un polo arbitrario. 

Sia m uno de’ centri armonici, di grado r | rKitello ad un polo o), di 
iin dato gruppo dell’ involuzione 1 1. L’ eijuazione 6) del n.“ 17, avuto riguar- 
do alla 1| del n.” 21 , ci darà: 


2) om (ii -r uAr)-t-(n — r-i- I )om ( Av_i ) . 

n|n — I ) ... (n — r-t- 1 ) 


1 . 2 , 


-( A„-i-oA„)_0i 


dunque: i centri armonici, di grado r, de' gruppi dell’involuzione I) formano 
una nuova involuzione del grado r. Ogni valore di s dà un gruppo dell’ in- 
voluzione t) ed un gruppo dell'involuzione 2| , cioà i gruppi delle due invo- 
luzioni vi corrispondono Ira loro ad uno ad uno. E siccome il rap|)orlo anar- 
monico di quattro gruppi dipende esclusivamente dai quattro corrispondenti 
valori di « , cosi il rapporto anarmonico di quattro gruppi dell’ involuzione 2) 
è eguale al rapporto anarmonico de' quattro corrispondenti gruppi dell’ involu- 
zione 1). La qual cosa risulta anche da ciò, che due gruppi corrispondenti 
delle due involuzioni hanno, rispetto al polo o, lo stesso centro armonico di 
primo grado |13)> 

24. Due involuzioni date sopra una stessa retta o sopra due rette diverse 
si diranno projellive , quando i centri armonici, di primo grado, de' gruppi 
dell’ima, rispetto ad un polo qualunque, ed i centri armonici, di primo gra- 
do, de’ gruppi dell’altra, rispetto ad un altro polo qualunque, formino due 
punteggiate proiettive. Da questa definizione e da quella del rapporto anarmo- 
nico di quattro gruppi di un’ involuzione si raccoglie che : 

Date due involuzioni proiettive, il rapporto anarmonico di 
quattro gruppi dell' una ò eguale al rapporto anarmonico de’ quat- 
tro corrispondenti gruppi dell’ altra. 

Cioè il teorema enunciato alla fine del n.” 8 comprende anche le involit- 
zioni , piirchò queste si risguardino quali forme geometriche , i cui elementi 
sono gruppi di punti. 

la) Cerchiamo come si esprima la proiettività di due involuzioni. 

La prima di esse si rappresenti coll’equazione 1) e la seconda ron que- 
st’ altra : 


3) A'm . OÀ . . . -t- ATy -t- ^ jffw, . OA -t-...-t-/f(,| — 0 , 

ove A i un punto qualunque della retta , nella quale è data la secotida invo- 
luzione; O è l’origine de’ segmenti in questa retta; //„, sono coef- 

ficienti costanti. 

Supponiamo, com’ è evidentemente lecito, che ai gruppi a=:0, u=:qi:, 
X = 1 della prima involuzione corrispondano nella seconda i gruppi dzzO, 
# = 00, # = 1 . Allora, aflinchò le equazioni I) e 3) rappresentino due grup- 
pi corriipondenti , ò necessaria e suOicienle che il rapporto anarmonico ilei 
qttattro gruppi s = | 0 , oo , I , u ) della prima involozione sia eguale a quello 


•I .1 ■■ 


e. < 

a "v - 
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de’ gruppi 0 = ( 0 , oc , I , # ) della seconda , cioè dei’ essere o — i. Dunque 
la seconda involuzione, a cagione della sua projettiiilà colla prima, si potrà 
rappresentare cosi: 

■I) Km . Oà “t“ , , . H* Kq “t“ o j ///N • 0.4 -i- . . . -T- //y I zz: 0. 

Le equazioni t) e 4), per uno stesso valore di e, danno due gruppi corri- 
spondenti delle due involuzioni projettive. Ed eliminando o fra le e<|uazioni 
medesime si avrà la relazione che esprime il legame o la corrispondenza dei 
punti a, A. 

|b) Se le due involuzioni sono in una stessa retta, i punti a , 4 si pos- 
sono riferire ad una sola e medesima origine; cioè al punto 0 può sostituir- 
si 0 . In questo caso, si può anche domandare quante volte il punto a coincida 
con uno de’ corrispondenti punti A. Eliminato u dalle I), 4) e posto oa in 
luogo di OA , si ha la : 

6) (/cj,.oti-s-...-t-ftrt){ Hm • oa -t- . . . -t- ffu ) 

— ( . 00 -V- . . . -t- h|, I ( A'„ . 00 . -1- Ao ) = 0 , 

equazione del grado n -i- m rispetto ad oa. Dunque ; 

In una retta, nella quale sian date due involuzioni proiettive, 
r una di grado n, l’altra di grado nt , esistono generalmente 
n -I- m punti, ciascun de’ quali considerato come appartenente 
alla prima involuzione, coincide con uno de’ punti corrispondenti 
nella seconda. 

Questi si chiameranno i punii comuni alle due involuzioni, 

( c) Se r equazione 1) (ontenesse nel suo primo membro il fattore oa , es- 
sa rappresenterebbe un’ involuzione del grado n , i cui grappi avrebbero r 
punti comuni , tutti riuniti in o ; ossia essa rappresenterebbe sostanzialmente 
un’ involuzione del grado n — r , a ciascun grappo delia quale è aggiunto r 
volte il punto 'o. In tal caso è manifesto che anche il primo membro del- 
I’ equazione 5) sarà divisibile per oa' ; cioè gli n -H m punti comuni alle due 
involuzioni proposte saranno costituiti dal punto o preso r volte e dagli m-v-n — r 

punti comuni alla seconda involuzione ( di grado m ) ed a quella di grado 

n — r , alla quale si riduce la prima , spogliandone i gruppi del punto o. 

Se inoltre i gruppi della seconda involuzione contenessero s volte il pun- 
to 0 , questo figurerebbe r -i- s volte fra i punti comuni alle due involuzioni. 

I d ) Se un grappo della prima involuzione ( per es. quello che si ha po- 
nendo 0 = 0) contiene r volte uno stesso punto o, e se il corrispondente 
gruppo della seconda involuzione contiene t volte lo stesso punto o, ove sia 
s > r , è evidente che I’ equazione 5) conterrà nel primo membro il fattore 
oa' , cioè il punto o terrà il posto di r punti comuni alle due invoinziotii. 

(e) É superfluo accennare che, per le rette concorrenti in uno stesso pun- 
ta , si può stabilire una teoria dell’ involuzione affatto analoga a quella suespo- 
sta pei punti di una retta. 
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36. Merita speciale studio l' ineolotione di secondo grado o guadralica , 
per la quale, fatto n = 3 nella Ij, si ha un’equazione della forma: 

6) k^.oa -t- i| . 00 -t- Aj + u ( Aj . 00 -t-A, . oo -t- A„ ) = 0. 

Qui ciascun gruppo è composto di due soli punti, i quali diconsi roniu* 
goti; e chiamasi punto centrale quella, il cui coniugato è a distanza infinita. 
Posta I’ origine o de’ segmenti nel punto centrale ed inoltre assunta il grup- 
po, al quale esso appartiene, come corrispondente ad s = oo, dorrì essere 
Aj =: A(i = 0. Pertanto, se o, o' sono due punii coniugali qualunque , l'equa- 
zione 6) dà : 

. *0 

00 . 00 = = cosi. 

Confrontando questa equazione con quella che esprime la projetlivilà di due 
punteggiate | 9 ) ; 

IO .fa’ — cosi. 

si vede che l’ involuzione quadratica nasce da due punteggiale projellive , le 
quali vengano sovrapposte io modo da far coincidere i punti t, f corrispon- 
denti ai punti all’ infinito. .Altrimenti possiam dire che due punteggiate projet- 
live sovrapposte formano un’ involuzione ( quadratica ) , quando un punto o , 
consideralo come appartenente all’ una o all’altra punteggiala, ha per corri- 
spundente un solo e medesimo punto o'. 

Da tale proprietà si conclude che nell’ involuzione quadratica, 
il rapporto anarnionico di quattro punti à eguale a quel- 
lo de’ loro coniugali. 

(a) Siano e,f i due punti doppi (23) dell’ involuzione, determinali dal- 
I eguaglianza oe = o/* = cosi. ; avremo : 

( e/àa' ) = ( efàa ) , 

ciò# il rapporto enarmonico (e/oo' ) è eguale al suo reciproco , epperà è =— I, 
non polendo mai il rapporto anarmonico di quattro punti distinti essere egua- 
le all’unità positiva. Dunque: nell’ involuzione quadratica, i due 
punti doppi e due punti coniugali qualuni|ue formano un 
sistema armonico. 

Ne segue che un’ involuzione di secondo grado si puh considerare come 
la serie delle infinite coppie di punti aa' che dividono armonicamente un dato 
segmento ef. 

(h) Due involuzioni quadratiche situale in una stessa retta hanno un grup- 
po comune, ciò# vi sono due punti a, a' tali, che il segmento aa' # diviso 
irmonicainenle si dai punti doppi e, f della prima, che dai punti doppi g,A 
della seconda involuzione. Infatti: sia preso un punto qualiiiique m nella retta 
data; siano m' ed rn,, i coniugali di m nelle due involuzioni. Variando m, i 
punti m', m, , generano due punteggiale projellive , i punti comuni delle quali 
costituiscono evidentemente il gruppo comune alle due involuzioni proposte. 
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B pure evidenle che due involuzioui di grado eguale, ma superiore al 
secondo , situale in una stessa retta , non avranno in generale alcun gruppo 
comune. 

36. La teoria dell’ involuzione quadratica ci servirà nel risolvere il pro- 
blema che segue. 

Se abcd sono quattro punti in linea retta , abbiamo denominati fondamtn- 
laìi ( 1 ) i tre rapporti anarmonici; 


( abcd ) = A , ( acdb ) = -j , ( adbc ) = — - — 

Se i primi due rapporti sono eguali fra loro , vale a dire , se : 

1 


7 ) 

si ha anche: 




1 - -1 


A* — /I -r- 1 = 0, 


/l = 


X— 1 



cioà tulli e Ire i rapporti anarmonici foodamcntali sono eguali fra loro. 

Dati i punti ohe in una retta, cerchiamo di determinare in questa un 
punto d, tale che sodisfaccia all’eguaglianza: 

( abcd ) == ( acdb ) , 

ossia : 

( abcd ) = ( c(d)d ). 

Assunto ad arbitrio nella retta data un punto ni , si determini un pun- 
to m' per modo che sia 

( abem ) ~ ( co&tn' ). 

Variando simultaneamente m, m generano due punteggiale projcllive, 
nelle quali ai punti a, b, c, m corrispondono ordinatamente c, a, b, m'. 
Se chiainansi d, e i punti comuni di queste punteggiale, si avrà: 

( abcd ) = '( cabd ) , ( abee ) = ( eabe ) , 

cioè il proposto problema è risoluto da ciascuno de’ pumi d, e. 

Ora siano a , i tre punti della retta data , che rendono armonici i 
tre sistemi (A,c,a, a), (c,a,A,/7), (a,i,c,}');i due sistemi {a,b,c,rìy 
{a ,c , b , fi) saranno proiettivi, e siccome al punto A, considerala come ap- 
partenente all’imo 0 all’altro sistema, corrisponde sempre c, cosi le Ire cop- 
pie oa, bc , fiy sono in involuzione, cioè a è un punto doppio dell’ involu- 
zione quadratica determinala dalle coppie 6c, fiy. L’altro punto doppio della 
stessa involuzione è a, poiché il .segmento bc è diviso armonicamente dai pun- 
ti a , a. Dunque a , a dividono armonicamente non solo bc , ma anche fiy. 
Si ha perciò: 



( bcaa ) = ( fiyaa ) z= — 1 , 
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ossia i sislemi {b,c,a,a),{^,Y,a,a) sono projetliii ; la (|iial cosa 
torna a. dire che le coppie aa , , cy sono in involuzione (*|. 

Da un punto o preso ad arbitrio fuori della retta data iinagininsi condotti 
i raggi o{a, a yb, ^ , c , y) e o(d,e),ì cpiali tutti si seghino con una tras- 
versale parallela ad oc nei punii à , a , b' , oo , y', d' , e'. Avremo: 

X — ( aedb ) = ( a'« d'4' ) = — — , 
a b 


onde la 7) diverrà: 

8) dd'^ — dd" . db' ■+■ db'* = 0. 

Essendo ( abcy ) = — 1 , si ba ( a' 6’ oj }■' ) = — 1 , cioè y‘ è il punto medio 
del segmento db'. Quindi, per le identità; dd' :=-y‘d' — y'd , db' =^ — ìy'd , 
la 8) diviene ; 

9) y'd' = y'e — 3y a . y'b' , 

donde si ricava che y è il punto medio del segmento d'e , cioè si ha 

(<fe' oc }"')=— I, epperè (tiecj') = — 1. Similmente si dimostra essere (dfb^)——l, 
( dfoa I = — 1 ; vale a dire d , t sono i punti doppi dell’ involuzione 

ia«, b/i, cy) n- 

Il rapporto anarmonico X è dato dall’ eipiazione 7), ossia è una radice 
cubica imaginaria di — 1. Per conseguenza, i quattro punti I abcd ) od 

I abee ) non possono essere tutti reali. L’ equazione 9) ha il secondo membro 
negativo 0 positivo , secondo che db' siano punti reali o imaginari coniugali. 
Dunque, se i tre punti dati a, b, c sono tulli reali, i punti de sono imagi- 
nari coniugali ; ma se due de’ tre punti dati sotto imaginari coniugali , i pun- 
ti de sono reali. 

L’ equazione 8) poi mostra che , se db' = 0 , anche dd' = de' = 0 ; 
cioè , se due de’ punti dati coincidono in un solo , io questo cadono riuniti 
anche i punti de. 

27. Chiameremo ejuianarmonico un sistema di quattro punti, i cui rap- 
porti anarmonici fondamentali siano eguali, ossia un sistema di qtiallro punti 
aventi per rapporti anarmonici le radici cubiche imaginarie di — I. 

Qtiallro punti m,m.jin 3 in( in linea retta siano rappresentali (6) dall'e- 
quazione ; 

10) A , otn iff , ofd -h GC . otti -♦- 4D . otn ■+- E — 0. 

Se il sistema dì questi quattro punti è eqiiianarmonico , si avrà ; 

. ( m,in^m,m, ) — ( ) , 

ovvero, sostituendo ai segmenti m,m, ,... le dìITerenze otn, — otn, ,. . . : 
lomi— om,) (otti, — om^l (omj— otti,) (omj— om-l -i- (om^ — om, )* (otti, — otti, 0. 


,*I Stacdt. ùeomelrie der Lage , ttnniSers leiT , p. tll. 

STAupT, BntrSge zar Geometrie (ter Lage, auniSrrz isss-sr-oa. |i. izs. 
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Sviluppando le operazioni indicale, i|ucst’ eipiazionc m manifesla siinnie' 
liica rivpello ai c|uatlrn , segmenti om, onde $i potrà esprimerla per mezzo dei 
soli roenìrienli della 10). Ed invero, coll* aiolo delle noie relazioni fra i eoef- 
ticienli e le radici di un'equazione, si trova senza dilTìcollà ; 

AE - ABD 3C* = 0 , 

lume condizione necessaria e siiHìcienlc afGnidii' i quallro punii rappresenlali 
dalla lOi ronnino un sistema equianarnionico (*). 

,%IKT, V. ItrOnlnloiil relalAvp allo lineo plans*. 

ì%. Una linea piana può considerarsi generala dal inovimenlo di un 
punto 0 dal niuvinienlo di una reità ; nel primo caso , essa il il luogo di tul- 
le le posizioni del pillila mobile; nel secondo, essa è l'Inviluppo delle posi- 
zioni della rena mobile (**). 

Una rena, considerala come luogo de’ punti situali in essa, è il più 
semplice esempio della linea-luogo. 

Un plinto, risgiiardalo come inviluppo di liille le rene incrocianlisi in 
esso, è il caso più semplice della linea-inviluppo. 

Un luogo ilicesi dell' ordine n , se lina retta qualunque In incontra in n 
pumi ( reali, imaginari, distinti o coincidenti). Il luogo di primo ordine è la 
rena. Un sistema di n rette i un luogo dell’ ordine n. Due luoghi , i cui or- 
dini siano rispellivamenie n, n' formano insieme un luogo dell'ordine n-t-n'. 

Un lungo dell’ordine n non può, in virtù della sua definizione, essere 
incontrato da una retta in più di n punti. Dunque, se un tal luogo avesse 
con una retta più di n punti comuni, questa sarebbe parte di quello, cioè 
tiitt’ i punti della retta apparterebbero al luogo. 

Una linea curva di dato ordine si dirà eemplice, quando non sia compo- 
sta di linee d’ ordine inferiore. 

Un inviluppo dicesi della cla$$e n,se per un punto qualunque passano n 
posizioni della retta inviluppante, ossia n rette tangenti (reali, imaginarie , 
distinte o coincidenti ). L' inviluppo di prima classe ò il punto. Un sistema 
di n punti ò un inviluppo della classe n. Due inviluppi , le cui classi siano 
n, n', costituiscono presi insieme, un inviluppo della classe n -1- n'. 

Se ad un inviluppo della classe n arrivano più di n tangenti da uno 
stesso punto, questo appartiene necessariamente a quell' inviluppo , cioè tutte 
le rette condotte pel punto sono tangenti dell’ inviluppa medesima. 

Una curva-inviluppo di data classe si dirà sem^ice, quando non sia com- 
posta di inviluppi di classe minore. 

39. Consideriamo una curva-luogo dell’ ordine n. Se a è mia posizione 
del punto generatore, ossia un punto della curva, la retta .A che passa per 
a e per la successiva posizione del punto mobile ò la tangente alla curva in 
quel punto. Cioò, la curva luogo delle posizioni di un punto mobile ò anche 


1*) Paivtin, PguotioH iet rapjorU anàannonifMci etc. ( IVwjvhIm Aiinalrs de MetaCmeliear,. 
I. 19. Piriv IS60, p. <11 >. 

(**j Plockkk, Tktorie (ter atgeiwttùehen Curven, Bonn IB39. p. 300. 
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I’ inviluppo (Ielle rclle congiungenli fra loro le sticcessiTe posieioni del punto 
(nedesiinn. 

Nel punto di coniano a la curva ha colla tangente A due punti comuni 
( con/allo bipunio ) ; quindi le due linee avranno , in generale , altri n — 3 
punti d’ intersecazione. Se due di questi n — 3 punti cninridonn io un soloi, 
la retta A sarà tangente alla curva anche in b. In tal caso, la retta A dicc- 
si tangente doppia ; a e b sono i due punti di cnnialin ('). 

Invece, .se una delle n — 3 intersezioni s’avvicina infinilamenle ad a, la 
retta A avrà ivi un contatto Iripunto colla curva. In tal caso, la retta A dicesi 
tangente itasionaria , perche , se indichiamo con a , a', a" i tre punti iufini- 
tamenle vicini che costituiscono il contatto, essa rappresenta due tangenti suc- 
cessive aa', a'a" ; e può anche dirsi eh’ essa sia una tangente doppia , i cui 
punti di contatto a, a' sono infinilamenle vicini. Ovvero; se la curva si sup- 
pone generala dal ninvimenlo di una retta , quando questa arriva nella posizio- 
ne A cessa di ruotare in un senso, si arresta e poi comincia a ruotare nel 
senso opposto. Il punto di contano a della curva colla tangente stazionaria 
chiamasi lleao , perche ivi la retta A tocca e sega la curva , onde questa 
passa dall’ una all’ altra band.i della retta medesima. 

.30. Consideriamo ora una curva-inviluppo della classe m. Se y4 è una 
posizione della retta generatrice , cio^ una tangente della curva , il punto a 
ove A b incontrata dalla tangente successiva, à il punto in cui la retta A toc- 
ca la curva. Quindi la curva inviluppo di una retta mobile è anche il luogo 
del punto comune a due successive posizioni della retta stessa. 

Per un punto qiiahrnque si possono condurre, in generale, m tangenti 
alla curva. .Ma se si considera un punto a della curva, due di quelle m tan- 
genti sono successive, cioè concidonn nella tangente A. Quindi per a passe- 
ranno, inoltre, tn — 3 rette tangenti alla curva in altri punti. 

Se due di queste m — 3 tangenti coincidono in una sola retta B, là 
curva ha in a due tangenti A, B, cioè passa due volte per a, formando ivi 
un nodo ; le rette A e B toccano in a i due rami di curva che ivi s’ incro- 
ciano. In questo caso, il punto a dicesi punto doppio (•). 

Invece, se una delle m — 3 tangenti coincide con A, questa retta rap- 
pre.senta tre tangenti successive A, A', A", ed il punto a può considerarsi 
come un punto doppio, le cui tangenti A, A' coincidano ^ cioè, il cui nodo 
sia ridotta ad un punto |. Nel caso che si considera , il punto a dicesi cuspi- 
de 0 regresso o punto stazionario , perchè esso sappresenla I’ intersezione della 
tangente A con A' e di X con A"i ossia perchè, se s’ iraagina la curva ge- 
nerata da i.n punto mobile , quando questo arriva ii> a si arresta , rovescia la 
direzione del suo moto e quindi passa dalla parte opposta della tangente A 
( tangente cuspidale ). 

Dalle formule di l’Iticker, che saranno dimostrate in seguito (.nvi.l, 
si raccoglie che una curva-luogo di dato ordine non ha in generale punti 


4*) I diip pèinli di conlailo pn««nno rftserf inuf;inari senza clic la reità À cmi d'rM<re reale t di 
possedere liille le prnprielì di ima laiigmle di>ppiii. 

Le due tangenti J , It ponilo rMere imsgioarie, epperò iRisginari anebe i due rami della rur- 
Ti y rimanendo reale il punto d‘ iiKroriamento o. Questo è , iQ lai caso , un punto isolato e può consi- 
derarsi tome un'orale inflnilesima o eranesceote. 
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doppi nè cuspidi, bensì tangenti doppie e flessi; e che ima ciirva-insiluppo 
di data classe è io generale prira di tangenti singolari, ma possiede invece 
punti doppi e punti stazionari. 

Però , se la curva è di natura speciale , vi potranno anche essere punti 
0 tangenti singolari di piti elevata moltiplicitè. Una tangente si diri multipla 
secondo il numero r , ossia ( r quando tocchi la curva in r punti , i qua- 
li possono essere tutti distinti, o in parte o tutti coincidenti. Un punto si 
dirà ( r quando per esso la curva passi r volte , epperù ammetta ivi r 
tangenti tutte distinte, ovvero in parte o tutte sovrapposte. 

31. Se una curva ha un puuio ( r a, ogni retta condotta per a sega 
ivi r volte la curva, onde il punto a equivale ad r intersezioni della retta 
colla curva. Ma se la retta tocca uno de’ rami della curva, passanti per a, 
essa avrà in comune con questa anche quel punto di esso ramo che è succes- 
sivo ad a; cioè questo punto conta come r -v- 1 intersezioni della curva colla 
tangente. Dunque , fra tutte le rette condotte per a ve ne sono al più r ( le 
tangenti agli r rami) che segano ivi la curva in r -^ t punti coincidenti; ep- 
però , se vi fossero r -t- 1 rette dotate di tale proprietà , questa competerebbe 
ad ogni altra retta condotta per a, cioè a sarebite un punto multiplo secondo 
il numero r -i- 1. 

Analogamente ; se una curva ha una tangente A mttitipla secondo r , 
questa conta per r tangenti condotte da tin punto preso ad arbitrio in essa, 
tua conta per r -V- I taugenti rispetto a ciascuno de’ punti di contatto della 
curva con A. Cioè da ogni punto di A partono r tangenti coincidenti con A ; 
e vi sono al piit r punti in questa retta , da ciascun de’ quali partono r -i- 1 
tangenti coincidenti colla retta stessa. Onde, se vi fosse un punto di più, 
dotato di tale proprietà, questa spetterebbe a tutt’ i punti di d , e per enn- 
'.eguenza questa retta sarebbe una tangente multipla secondo r H- I . 

Da (|iieste poche premesse segue che : 

Se una linea dell’ ordine n ha un punto ( n a , essa non è altro che 
il sistema di n rette concorrenti in a. Infatti, la retta che unisce a ad un 
altro punto qualunque del luogo ha, con questo, n -4- 1 punti comuni, eppe- 
rù fa parte del luogo medesimo. 

Cosi , se un inviluppo della clas.se m ha una tangente ( m esso è il 
sistema di m punti situati sopra qtiesta retta. 

Una curva semplice dell’ordine n non può avere, oltre ad un piintu 
( n — I anche un punto doppio, perchè la retta che unisce questi due 
punti avrebbe n -i- 1 intersezioni comuni colla curva. Analogamente , una curva 
semplice della classe m non può avere una tangente ( m — 1 )'''" ed inoltre 
un’ altra tangente doppia , perchè esse rappresenterebbero m -f- I tangenti con- 
correnti nel punto comune alle medesime. 


.tRT. VI. Ponti cs tanupnll comuni a «Ine curve*. 


32. In quanti punti si segano due curve, gli ordini delle quali siano 
fi , n ? Ammetto , come principio evidente , che il numero delle intersezioni 
dipenda unicamente dai numeri n, n', talché rimanga invariata, sostituendo 
alle curve date altri lunghi dello stesso ordine. Se alla curva d’ ardine n' si 

I 
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sosliluisrouo n’ nelle, qiiesle inconiranu la curva il’ ordine n in nn' [iiinti; 
dunque; due curve, i cui ordini siano n,n, si segano in nn' 
punti (reali, iiuaginari, distinti n coincidenti). 

Si dirà che due curve hanno un contano bipunto , tripunto, quadripun- 
to , cinquipunto, ripunto,.., quando esse abbiano due, tre, quallru , cinque, 
sei,... punti consecutivi comuni, e per conseguenza anche due, tre, ipial- 
Iro, cinque, sei,... tangenti consecutive comuni. 

Se per un punto a passano r rami di una curva ed r' di un’ altra , 
quel punto dee considerarsi come intersezione di ciascun ramo della prima 
curva con ciascun ramo della seconda, epperii equivale ad rr' intersezioni so- 
vrapposte. Se , inoltre , un ramo della prima curva ed un ramo della seconda 

hanno in a la tangente comune , essi avranno ivi due punti comuni , onde a 

equivarrà ad rr' -i- 1 intersezioni. In generale , se in a le due curve hanno s 
tangenti comuni, a equivale ad rr' H- s punti comuni alle due curve. 

Come caso speciale , quando le r tangenti della prima curva e le r' del- 
l’altra, nel punto comune a, coincidono tutte insieme in una sola retta T, 
questa, supposto r' <r, rappresenta r' tangenti comuni, onde il numero del- 
le intersezioni riunite in a sarà r'( r -t- ! ). Ma questo numero può divenir 

più grande, ogniqualvolta la retta T abbia un contatto più intimo con alcuna 

delle linee proposte, cioè la incontri in più di r -v- 1 od r' -i- I punti riuniti 

in a. l’er esempio , se in a la retta 7' avesse 2r punti comuni colla prima 

curva ed r' -H i colla seconda, il punto a equivarrebbe ad r(r'-)- 1 ) inter- 
sezioni delle due curve. Del che è facile persuadersi , assumendo un sistema 
di r curve K di sccond’ ordine aventi un punto comune a ed ivi toccate da 
una stessa retta T; ed inoltre un’altra curva qualunque C dotata di r' rami 

passanti per a cd ivi aventi la comune tangente 7’. In tal caso il punto o 

rappresenta r' -i- 1 intersezioni di C con ciascuna delle curve K ; epperò equi- 
vale ad r(r'-t- 1 ) punti comuni a C ed al sistema completo delle curve A'. 

Analogamente si dimostra che due curve, le cui classi siano 
ni, m', hanno mm' tangenti comuni. Ecc. (*). 


.tRT. VII. Vulnero delle condIsloBi elle defermlnano ana ei 
di dato ordine o di data elaaae. 


33. Se una curva dee passare per un dato punto a, ciò equivale inani- 
feslamente ad una condizione. 

Per a conducasi una retta A ; se la curva deve contenere anche il punto 
di A che ò successivo ad a , cioò se la curva deve non solo passare per a , 
ma anche toccare ivi la retta A , ciò equivale a due condizioni. 

Per a conducasi una seconda retta A^■, se oltre ai due punti consecutivi 
di A , la curva dovesse contenere anche quel punto di A, che ò successivo 


(*) Le prwprieU «Ielle <li date «t «ictliKono dalle proprieljl drile ciirtr di «blo <«rdine , 

e rectpro<emeiile»nieiiianle il principio di dtutiiià,eitf nei coitsìileriamo enrne fàrimiOt'o cd assoiutot 
rioè indipendente da qnalsivosiia leoria speciale di trasformaiipne di figner. 
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ad ciò equivarrebbe a tre condizioni. Ma in tal caso, due rette condotte 
per a segherebbero ivi due volte la curva , cioè a sarebbe un punto doppio 
per questa. Dunque, se la curva dee avere un punto doppio in a, ciò equi- 
vale a tre condizioni. 

Se la curva deve avere in a un punto doppio ( tre condizioni j , una 
retta qualunque A condotta per a conterrà due punti di quella, coincidenti in 
a. Se la curva deve passare per un terzo punto successivo di A , cioè se 
questa retta dovrà avere in a tre punti comuni colla curva , ciò equivarrà ad 
una nuova condizione. Se lo stesso si esige per una seconda retta A, c per 
una terza /I ^ ( passanti per a ) , si avranno in tutto sei condizioni. Ma quan- 
do per a passino tre rette, ciascuna delle quali seghi ivi tre volte la curva, 

quello è un punto triplo (31); dunque, se la curva dee avere in a un punto 
triplo, ciò equivale a $ei condizioni. 

In generale; sia Xr_, il numero delle condizioni, perchè la curva abbia 

in a un punto ( r — 1 Ogni retta A condotta per a , avrà ivi r — 1 

punti comuni colla curva. Se questa dee contenere un altro punto successivo 
di A , cioè se la retta A deve in a avere r punti comuni colla curva , ciò 
equivale ad una nuova condizione. Se la stessa cosa si esige per altre r — 1 
rette passanti per a . si avranno in tutto Xr_^ ■+■ r condizioni. Ora , quando 
per a passano r rette , ciascuna avente ivi r punti comuni colla curva , a è 
un punto multiplo secondo r (31); dunque, se la curva deve avere in a un 
punto ciò equivale ad un numero Xr = ®f_| -i- r di condizioni; os- 

r(r-+-l) 

sia Xr — . 


34. Da quante condizioni è determinata una curva d’ ordine «? Se la 
curva debba avere un dato punto a multiplo secondo n, ciò equivale (33) 


ad 


n (n ■+• 1 ) 


condizioni. Ma una linea d’ ordine n, dotata di un punto 


( « )P^° a è il sistema di n rette concorrenti in a (31); e, affinchè queste 
siano pienamente individuate , basta che sia dato un altro punto per ciascuna 
di esse. Dunque: 

il numero delle condizioni che determinano una citr- 

n(n-f-l) n(n-+-3) 

-4-n= : r). 


va d' ordine n è 


Se sono date solamente I condizioni , vi saranno infinite 

2 

curve d’ordine n che le potranno sodisfare, e fra esse ve ue saranno alcune 
( siane iV il numero ) che passeranno per un punto <|ualunque dato. L’ intero 
sistema di quelle curve, in numero infinito, chiamasi serie d’ ordine n 
e d’ indice JV (**). 

Per esempio, le tangenti di una curva della classe ni formano una serie 
d’ ordine 1 e d’ indice m. 


(*; Così, una ciirra della tlasse m t determinala da ^ comlizioni. 

{**) JoNQuiÈaM, Théorhntt généraux conccmant les ermrbes giomHriquet pianti rf'un or- 
dre quetconque (Journal de M. Liovvilli, avrii 1861, p. 113). 
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In generale esiste sempre ima linea che inriliippa una serie data , cio^ 
che in ciascun de’ suoi punti tocca una curva della serie. Tutta la serie si 
può concepire generata dal moviinento continuo di una curva , che vada cam- 
biando di furnia e di posizione , in modo [lerò da sodisfare alle condizioni 
proposte. I punti , in cui una curva della serie sega quella che le succede 
immediatamente, sono anche i punti di contatto fra la prima di queste curve 
e la linea inviluppo della serie. 

- 35. Il teorema or ora dimostrato (34) ci mette in grado di stabilire 

quest' altro: che una curva umplict dell' ordine n non può avere più di 

^ spunti doppi (comprese le cuspidi). Infatti: se ne avesse 


uno di 


più , per questi 


l)(n-2! 


e per altri n — 3 punti del- 


la stessa curva, in tutto 


(ii-2)(n-2-i-3) 


2 


punti. 


nea data 


passare una curva dell’ordine n — 2, la quale avrebbe in 
'-«l (n-2) ) 

zioni: il che è impossibile, se la enrvu data non è composta di linee d' or- 
dine minore (*). 




si potrebbe far 
comune colla li- 
n — 3 = n(n — 2)-i-l inlerse- 


%HT. Porlsiml di c leoremu di C.vrxot. 


36. Sia dato ( lig. 6.") no triangolo ABC. L’n punto qualunque a di 
aC . 

BC ò individuato dal rapporto ; c parimenti, un punto qualuni|ue 6 di 

aB 

bC . , . 

CA ò individuato dal rapporto — . Tirate le rette Aa, Bb, queste s incon- 


trino in un punto m , che ù, per conseguenza, determinato dai due rapporti 
, i quali chiameremo cooriiinale del punto m. La retta Cm .seghi 

(iB bA 


ab in c: cosi si ottiene un terzo rapporto . Fra i tre rapporti ha luogo 

cA 

una semplice relazione, poichò, in virtù del noto teorema di Cevs , si ha: 


bC aC 

bA aB cÀ 


(filando il punto m ò sopra una delle due rette CA , CB , una delle due 


(*) PcucKKit, loco citato, f. 2IS. 
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coordinale ^ iiiilU. Se ni è fnpra AB , le due coordinale sono enlramlie 

cB 

infinite , ma è finito il loro rapporto , che è espresso da . 

Supponiamo che m si muova sopra una retta data: i punti nei gene- 
reranno sopra CB e CA due punteggiale projctiive, cio<> ad ogni posizione dei 
punto a corrisponderà una sola posizione di 6 e reciprocamente. Dun(|iie , fra 

i rapporti che determinano i due punti a, 4, avrà luogo una 

eipiazione di primo grado rispetto a ciascun d’ essi. Siccome poi , nel punto 

. . „ .• . aC bC 

in CUI la retta data incontra AB , entrambi i rapporti > T " diventano 

aB bA 

infiniti , COSÌ quell’ ei|nazione non pnò essere che della forma : 


I) 


À . 


aC 

~oB 


bC 

bA 


(Jiiesla relazione fra le coordinate di un punto qualunque m di una retta data 
à cià che si chiama equaziont detta retta. 

Di quale forma sarà la relazione fra le cnonlinale di m,se (|iieslo punto 
sì muove percorrendo una curva d' ordine n p Una retta qualunque , la cui 
equazione sia la 1| , incontra la curva in n punti; quindi la relazione richie- 
sta I! I’ equazione 1 ) dovranno essere simultaneamente sodisfalle da n coppie 
aC bC 

di valori delle coordinale , ; la qual cosa esige necessariamente 

aB bA 

che la richiesta relazione sia del grado n rispetto alle coordinale del punto 
variabile, considerale insieme. 

Dunque, se il punto m percorre una curva d’ ordine n, 
fra le coordinale variabili di m avrà luogo una relazio- 
ne costante della forma; 


2) 


■(S)' 




CbC Y 

""ibA/ ’ 


la quale può dirsi I’ equazione della curva lungo del pun- 
to mobile. 

[teciprocamenle : se il piintom varia per modo che fra le 
sue coordinale abbia lungo una relazione costante della 
forma 2), il luogo del punto m à una curva d’ ordine n. 
37, Consideriamo di nuovo un triangolo ABCj un punto a in BC, de- 
aB 

terminalo dal rapporto - ed un punto 4 m CA , determinalo dal rapporto 


aC 


bA 


- - , individuano una retta ab la quale è , per conseguenza , determinala dai 
bC 

aB 4,4 

due rapporti , . Questi due rapporti si chiameranno coordinate della 

aC bC 
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retta. La quale poi incontra AB in un terzo punto c, e cosi dà luogo ad un 

terzo rapporta . In virtiì del nolo teorema di MencLAo, i Ire rapporti 
c A 

sono connessi fra loro dalla relazione semplicissima : 
aB b.i _ cB 

aC bC eA 


Quando la retta ab passa per l’uno o per l’altro de’ punti A, B, una del- 
le due coordinale è zero. Se poi la retta passa per C, entrambe le roordinale 

eB 

sono inlinile, ma è finito il loro rapporta . 

cA 

Supponiamo clic la retta ab varii girando intorno ad un punto dato. 
Allora i punti a , b genereranno due punteggiale projellirc , epperò fra le due 
coordinale di ab avrìi luogo una equazione di primo grado rispetto a ciascuna 
coordinala. E siccome , quando la retta mobile passa per C, entrambe le coor- 
dinale divengono infinite , cosi la forma dell’ equazione sarà : 


1 )' 


aB 


bA 

■ M -f- e = 0. 

bC 


Questa relazione fra le coordinale di una retta mobile intorno ad un punto 
dato pub cbiamarsi l ’ tquazione del punto { consideralo come inviluppo della 
retta mobile ). 

Suppongasi ora die la retta ab vari! inviluppando una curva della clas- 
se m; qual relazione avrà luogo fra le coordinale della retta variabile!' Da 
un punto qualunque, l'equazione del quale sia la 1)', partono ni tangenti 
della curva, cioè m posizioni della retta mobile. Dunque la relazione richiesta 
e l’equazione t)' dovranno essere sodisfalle simullaneanienle da m sistemi di 
valori delle coordinale. Onde s’ inferisce che la relazione richiesta sarà del 
grado m rispetto alle coordinale considerate insieme. 

Dunque: se una retta si muove inviluppando una curva 
della classe m, fra le coordinale variabili della retta 
avrà lungo una lelazione costante della forma: 


/ oB \" I A.4 I / oB \»<-i /bA \'x 


la quale può risgnardarsi come I’ equa: ione della curva 
inviluppala dalla retta mobile. 

Viceversa: se una retta varia per modo che le sue coor- 
dinale sodisfacciano costantemente ad una relazione del- 
la forma 3|', I’ inviluppo della retta sarà una curva della 
classe m. 

I due importanti porismi dimostrali in questo numero e nel precedente 
sono dovuti al sig. Chsslcs (*). 


(Vj Àptrfu hitiorique , p. } 80 . 
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^ 3S. Riprendiamo l'equazione 2). Pei punti a, a',... in cui la cuna 

bC 

da essa rappresentata sega la retta CB^ la coordinata ■— è nulla e Poltra 

oA 

. ^ . hC 

coordinata si desumerà dalP e<}uazione medesima , ove si faccia = 0. Si 

6 ^ 

avrà così : 

. i'£ 

aB a'B a 

Analoganienle , pei punii b, b',... in cui la curva sega CA si niliene ; 


bA 


Ya 




si ha 


/ aC \" 

Divisa I eniiaziune 3) per I — ) e aviilo riguardo al leoreraa di Ccva . 
\ aB / 

^ aB cB / cB / aB \" 


dove facendo = 0 si avranno i pumi c , c', . . . comuni alla curva ed al- 

aC 

la cella AB\ duu(|ue: 

cB c'B a 

cA c'A n 

Dai Ire risullali cosi ollenuli si ricava; 

aB a'B bC b'C cA e A 

* aC a'C ^ bA ì /I ^ fB c'B ’ 

e si ha cosi il celebre leorema di CsanoT (*) : 

Se una curva dell' ordine n incanirà i lali diunirian- 
gola ABC n c’ p u n I i aa' . . . in fiC, M’ . . . i n CA, ce' . . . i n 
si ha la relazione 3|. 

Qiiesio leorema si applica anche ad un poligona qualsivoglia. 

.39. Per n = 1 il leorema di CsanoT rienlra in quello di Meuziao. Per 

n = 3 , si ha una proprieU di sei punii d’ una curva di second' ordine. E 
siccome una curva siffalla i delerminala da cinque punii (34), cosi avri 
luogo il leorema inversa ; 


(*) itéf/métrit dt fotìtion , Pan* 1803 > p. 391. 
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Se nei tali BC , CA, AB <li un triangolo esistono sei punti oo , 66', cr' 
tali che si abbia la relazione ; 

aB , à B , bC . b'C . cA . c A _ 
aC . àC . bA . b' A . cB . e' B ’ 

i sei punti aàbb'cc' sono in una curva di second' ordine. 

Se i punti n'6'c coincidono rispettivauienic con abc , cioi' se la curva 
tocca i lati del triangolo in a, b, c, la precedente relazione diviene: 

aB . bC . cA 

= I. 

aC . 6.4 . cB 

De'' due segni, nati dall'estrazione della radice quadrata, non può pren- 
dersi il positivo , poicbè in tal caso, pel teorema di Moeiso , i tre punti abc 
sarebbero in una retta: il che è impassibile, non potendo una curva di se- 
cnnd’ ordine essere incontrata da una retta in più che due punti. Preso adun- 
que il segno negativo , si conclude , in virtù del teorema di CevA , che le ret- 
te Aa, Bb j Cc concorrono in uno stesso punto. Cioù: se una curva di se- 
cond’ ordine ù inscritta in un triangolo , le rette che ne uniscono i vertici ai 
punti di contatto de’ lati opposti passano per uno stesso punto. 

(a) Per n = 3, dal teorema di Cazuot si ricava che, se i lati d’ un 
triangolo ABC segano una curva del terz’ ordine ( o più brevemente riiòicu | 
in nove punti on'a ', 66' 6", cc'c", ha luogo la relazione segnientaria : 

_ aB . a B . a" B . bC . b'C . b”C , eA . c A . c"A ^ 

aC . a'C . a"C i 6.4 . 6'4 . 6"4 . cB . c lì ■ e" lì 

■Se i sei punti aa 66'cr' sono in una curva di second’ ordine , si avrà an- 
che la relazione 4), per la ipiale dividendo la 5) si ottiene; 

a ll . b"C . c"A _ 

à''cTb"T.'c‘’B 


cioè i punti a'b"c" saranno in linea retta. E viceversa, se a'b"c" sono in li- 
nea retta , gli altri sci punti sono in una curva di seconil’ ardine. 

( b ) Quando il luogo di second’ ordine aa'bb'ce' riducasi al sistema di 
due rette coincidenti, si lia; 

Se ne’ punti in cui una cubica è segala da una retta 
data si conducono le tangenti, queste ranno ad incontra- 
re la curva in Ire altri punti che giacciono in una secon- 
da retta (*). 


Veili il tratlilo tli Maclachi?! sulle curve «lei 3.* oHinr , Iradoito ila JoiityiisKis . Mrlanget 
de qiomètrie ptere, Paris , p. 223. 
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Se una retta tocca una cubica in un punto a e la sega semplicemente 
in d', questo secondo punto dicesi tangenziale del primo. Onde possiamo dire 
che, se tre punti di una cubica sono in una retta A, i loro tangenziali giac« 
ciono in una seconda retta 5. 

La retta 5 dicesi retta satellite di R ( retta primaria ) , ed il punto co- 
mune alle A, 5 si chiama punto satellite di R. 

Se R è tangente alla cubica, il punto satellite coincide coi tangenziale 
del punto di contatto, e la retta satellite è la tangente alla cubica nei punto 
satellite. 

( c ) Supponendo che la retta a"6"c" divenga una tangente stazionaria 
della cubica, si ha: 

Se da un flesso di una cubica si conducono tre tras- 
versali arbitrarie, queste la segano di nuovo in sei punti 
situati in una curva di secon d’ordine. 

Dunque, se di questi sei punti, tre sono in linea retta, gli altri tre sa- 
ranno in una seconda retta , epperò : 

Se da un flesso si conducono tre tangenti ad una cu- 
bica, i tre punti di contatto sono in linea retta (^). 

(d) Supposti i punti a”b"c" in linea retta, gli altri sei aa'bb'ce' sono 
in una curva di second’ ordine ; onde , se ti-e di questi , a'ò'c', coincidono , 
si avrà: 

Se tre trasversali condotte da un punto a' di una cu- 
bica tagliano questa in tre punti a"b"c" situati in linea 
retta ed in altri tre punti oòc, la cubica avrà in a' un 

contatto trip unto con una curva di second' ordine passan- 

te per aòc. 

Se d'b"e" coincidono in un flesso, dal teorema precedente si ricava: 

Ogni trasversale condotta per un flesso di una cubi- 
ca sega questa in due punti, ne’ quali la curva data ha 
due contatti t r i p u n t i con una stessa curva di s e c o n d’ o r- 
dinc O. 

E per conseguenza: 

Se da un flesso di nna cubica si conduce una retta a 
toccarla in un altro punto, in questo la cubica ha un 

contatto sipunto con una curva di second’ ordine (*^**). 

40. Consideriamo una curva-inviluppo della classe m, rappresentata dal- 
r equazione 2)'. Per ottenere le tangenti di questa curva, passanti per Ay 
bA 

dobbiamo fare ivi = 0 ; 1’ equazione risultante darà i Valori dell’ altra 
bC 

coordinata relativi ai punti a, a'... in cui il lato BC ^ incontrato dalle tan- 
genti passanti per A. Avremo così: 

=(-ir-^. 

aC àc a 


(*t Maclaumik, l. e. p. 226. 

I**) PoNCKLKT, Anatyse dt$ tran$ver$aUi (Giornale di CatLts, I. 8, Berlino I832,p. 129-135). 
,»**, plockhb, L'efrer CUrven driller Ordnung und analytiiche BeweUfUhmng (Giornale di 
Okllk, t. 34 > Berlino 1847 , p. 330) 
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Analogameale, pei punti b, b' ... in cui il lato CA b incontralo dalle 
laugenli passanti per B, avremo: 


bA b'A 

bc ■ Yc 


( - t . 

n 


Dividasi ora I' equazione 3)' per 



; avuto riguardo alla relazione : 


si otterrà : 


aff 

bA 

_ 

aC 

~bC 

“ c4 



bc /cfl\“'— 1 
il -^KcT) 



= 0 . 


bc 

Se in questa equazione si fa = (I > si avranno i pumi c, c... in cui 

bA 

AB b incontrata dalle tangenti che passano per C. Quindi: 


cB c B 

cA c'à 

I tre risultati cosi ottenuti danno : 


JT 

a 


^ a'B bC b'C 

aC de bA b'A 


cA cÀ 
cB c'B 




Si ha dunque il teorema (*) : 

Se dai vertici di iiu triangolo ABC si conducono le 
tangenti ad una curva della classe m, le quali incontri- 
no i lati opposti ne’ punti ad , bb' ce' fra i 

segmenti determinali da questi punti sui lati si ha la 
relazione 3)'. 

Per m = t si ricade nel teorema di Ceva. Per m = 2 si ha una pro- 
prietà relativa a sci tangenti di una curva di seconda classe ; e se ne deduce 
il teorema che, se una tal curva à circoscritta ad un triangolo, le tangenti 
nei vertici incontrano i lati opposti in tre punti situali sopra una stessa ret- 
ta. Ecc. ecc. 

41. Si rappresentino con ff = 0 , (7' = 0 due equazioni analoghe alla 2|, 
relative a due curve d’ ordine n. Indicando con X una quantità arbitraria , 


(*, CvAicu, Gbomiirie np/ritun , Pjtìs issi, p. 36i. 
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I’ equazione {/ -i- ÀU' = 0 rapprescnieri eviJenlemente un' altra dina d’ ordi- 
ne n. I valori delle coordinale — , , che annullano U ed V’. annullano 

aB bA 

anche V ■+■ W i dunque le intersezioni delle due curve rappresentate da 
{/=0,I/' = 0 appartengono tulle alla curva rappresentata da V-i-W = 0 (*). 
Siccome poi quest' ultima equazione rappresenta una curva dell’ ordine n per 
ciascuno degli infiniti valori che si possono attribuire a À, cosi abbiamo il 
teorema : 

Per le n- intersezioni ili due curve dell’ ordine n pas- 
sano infinite altre curve dello stesso ordine. 

Altrove (34) si d dimostralo che una curva d’ordine n b determinala 
n(n-t-3) n(n-t-3| 

da condizioni. Dal teorema precedente segue che per 

punti passa, in generale, una sola curva d’ordine n; poiché, se per quei 
pillili passassero due curve di quest’ ordine , in virtù di quel teorema, se ne 
potrebbero tracciare infinite altre, 
n ( ij -t- 3 ) 

t er ^ 1 punti dati (34) passano infinite curve d ordine n, 

I 1 • . ■ . . /n(n-t-3) \ (n— 1 )(n — 2) 

due delle quali si segheranno m altri n’ — ^ ^ Il = ^ 

punti; questi apparterranno dunque anche a tulle le altre curve descritte pei 
punti dati. Ossia: 

Per — t punti dati ad arbitrio passano infi- 

nite curve d’ ordine n, le quali, oltre i dati, hanno in 

,(n — l)(n — 2) . 

comune altri — — punti determinali ( ). 

Una qualunque di tali curve é individuala da un punto arbitrario, 
,.n(n-i-3) 

aggiunto ai dati ^ — I ; cioè fra le inhnile curve passanti per 

II ( Il -I- .3 ) 

— — 1 punti dati, ve n’ha una sola che passi per un altro punto 

preso ad arbitrio. Ne segue che l’ indice della serie formata da quelle infinite 
curve (34) è 1. Ad una serie silTalta si di il nome di fascio', ossia per 
fascio d'ordine n s’intende il sistema delle infinite curve di quest’ ordine ^ 
n(n-l-3) 

che passano per — t punti dati ad arbilno e , per conseguenza , 


per altri 


, (n - 1 )(n-2) 


punti individuali. Il complesso delle interse- 


zioni coniiini alle cune d’ un fascio dicesi base del fascio. 


I*, L«ms, Rcamen dei différentei mèthodei emptot/éei fnur réiiMdre lei protAénel de gdo- 
méfriV. Pariv ISIS. p. SS. 

(**; Pliicsis, Analeliieh-geoinelnithe BnlieitUungn , I. M. tun ISIS, p. IIS. 
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Analoghe proprieti hanno luogo per le curve di data classe. Le tan- 
genti comuni a due curve di classe m toccano infìnile altre curve della stessa 

classe. Vi ha una sola curva di classe m che tocchi "* ^ rette date 

2 

ad arbitrio. 1 ulte le curve di classe m tangenti ad ^ — I rette 

., , (m— l)(m — 2 ) ■ ■ j-j 

.ii'biirarie hanno altre langenli comiiui individuate. 


IX* Altri l«oreiiil foadameatall «alle curve piane. 


— 42. Fra gli punti, che determinano una curva semplice d’or- 
dine n , ve ne possono essere tiitl’ al più np — — ^ situali in 

una curva d’ ordine p < n. Infatti, se np — — ^ -f- 1 punti 

giacessero in una curva d’ ordine p , i rimanenti punti , il cui numero i 
>*(n-t-3) (p— l)(p — 2) ^ (n — p)(n — p-l-3) 

2^2 2 
terminerebbero {34) una curva d’ordine n — p, la <|iiale insieme colla data 
curva d’ordine p costituirebbe un luogo d’ ordine n passante per tnti’ i punti 
dati. Dunque il massimo numero di punti che si possono pren- 
dere ad arbitrio sopra una curva d'ordine p, all’ intento 
di descrivere per essi una curva semplice d’ordine n>p, ^ 

43. Siano date due curve , I’ una d’ ordine p, I' altra d’ ordine g , e sia 
p-t-g = n. Se nel luogo d’ordine n, formalo da queste due curve , si prendono 

, ... fi (fi -I- 3 ) ... „ 

ad arbitrio 1 punti, per essi passeranno infinite curve d ordine 

II, le quali avranno in comune altre 5 ^ intersezioni (41 ), di- 
li , 


2 


slribuile sulle due curve date. Nell’ assumere ad arinirio quegli 

punti, se ne prendano np — g sulla curva d’ordine p ed nq — A sulla curva 
d’ordine 7 , ove 7 , A sono due numeri (interi e positivi) soggetti alla con- 
dizione ; 


1 ) 


(n-l)(n-2) 
9H-A= . 


(*} Jacobi , De reUUion^ms , qua loeum Aoòfre debeni inter puncta intinectiomit duarum 
rurtianon efe. (GiBmalc di Oiau , l. U* Bcrtino 1836, ^ StM). 
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Inoltre , affinchè le due curve siano determinate dai punti presi in esse , dorrì 
essere : 


da cui: 


„ = P(P- 

"P - 9 > — ; 


= P(P — 3) 

9 < i 


3) 


•P9> 


™ è = 9<9- 
"7-" > ? 


_ ;(g-3) 


■3) 


-pj. 


Se in queste due relazioui poniamo per q e per A i valori dati dalla 1), ah- 
hianin : 


- (g-l)(q-2) 


_ (p-l)(p-2) 

9 >• 2 


Cosi sono fìssati i limiti entro i quali devono essere compresi g, h. Possiamo 


dire che g è compreso fra il limite minimo 


(p-1)(p-2) 


ed il limite mas- 


(p-l)(p-2) 


■p(n— p) — t^eche Aè dato , mediante g , dalla 1 1. 


Abbiamo cosi il teorema ("l : 

Tutte le curve d’ ordine n = p-t-q, descritte per np — g 
ponti dati di una curva d’ordine p e per nq — h punti dati 
di una curva d'ordine q, segano la prima curva in altri 
g punti fissi e la seconda curva in altri A ponti fissi. 

(a) Da questo teorema segue immediatamente; 

Affinchè per le intersezioni di due curve d’ ordine 
n passi il sistema di dite curve d’ ordini p, n— p, è nere s> 
savio e sufficiente che di queste intersezioni np — g ap- 
partengano alla curva d’ ordine p, ed «(« — p) — A apparten- 
gano alla curva d'ordine n — p. 

(b) Quando il numero g ha il suo minimo valore, il teorema siienun- 
ciato può esprimersi cosi: 

Ogni curva d’ ordine n, descritta per np — — 

punti dati di una curva d’ ordine p<n, incontra questa in 


litri 


. (p- I) (p — 2) 


punti fissi. 


Ovvero : 

Se delle intersezioni di due curve d’ordine n, 

(p — 1 ) (p — 2 ) 

vip giacciono in una curv a d’ ord ine p < n , 


questa ne conterri altre 


(p-l)|p-2) 


e le rimanenti 


n(n — p) saranno in una enrva d' ordine n — p. 


(*) PlOcku , Theorie der atqeb. CWrvra , p. II. 
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Del resta, questi teoremi sono compresi nel seguente più generale. 

44. Date due curve, I' una C„ d’ ordine n, 1’ altra C„ 
d’ ordine m<n, se delle loro intersezioni ve ne sono 
(m-t-p — n — l)(m-t-p — n— 2) 

mp — ^ situale sopra una curva 

Cp d’ ordine p <n, i|uesla curva ne conlerrù altre 
(m-i-p — n— t|(m-i-p — fi — 2) 

^ ; e le rimanenti m(n— p) saran- 
no sopra una curva d’ordine n — p. 

Infatti: fra le (n — in)p intersezioni delle curve t Cn non cornimi a 

(n — m ) (n — m -I- 3) ■ i ■ 

C,n, se ne prendano e per esse si descriva una curva 

d’ ordine n — m. Avremo così due luoghi d’ ordine n: l’i/no i' C„ , l’altro 


•' f’m -t- Da curva Cp contiene 

( ni -i-p — n— I ) {m-i-p— n — 2) 
mp 


( n — m ) ( n — m -h 3 ) 

^2 


= np- 


(p — 1 ) (p— 2 ) 
2 


intersezioni de’ due luoghi , dunque ( 43 , b | ne 


conterrà altre 


( p — I ) (p — 2). 

O ’ 


cioi! 


(m -r- p — Il — I ) (m -t- p — n 
2 


2 ) 


, ( n — m ) (n — m -I- 3 ) 

comuni a r, , C, , e ( n — m ) p comuni a , C,^; 

c tulle le rimanenti saranno in una curva d’ordine n— p. 

... (m-i-p — n — I ) (m-t-p — n — 2) 

Da ipieslo teorema segue che gli mp — ^ 


punti dati comuni alle curve C„, C„, Cp individuano altri 
( ni -c- p — n — 1 ) (m -I- p — n — 2 ) , . 

punti comuni alle curve iiiede.sinie. I ulti 

questi punti sono pieiiameiile determinali dalle curve C„, Cp, indipendentemente 
da C „ i dunque : 

Qualunque curva d’ordine n descritta per 

(m-i-p — n— 1 ) (m-r-p — n — 2) . . 

inp ^ intersezioni di due curve 


d’ordini m, p (m,p non maggiori di n) passa anche per 
lutti gli altri punti comuni a queste curve (*). 

45. I teoremi or ora dimostrali sono della più alla importanza, a cagione 
del loro frequente uso nella teoria delle curve. Qui mi limiterò ad accennare 
qualche esempio interessante. 

( a ) Una curva d’ ordine n sia segala da una trasversale ne’ punti a, b , , . . . 
e da lina seconda trasversale ne’ pumi a ,b' . Considerando il sistema delle 
n rette aa' , bb' , . , . eome un luogo d’ordine n, le rimanenti intersezioni di 


(*) Catlit ( CjimbriJ^p Maltifinalical Joitraal , tei. HI, 1943 , p. 2ll)- 
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esse colla curva dala saranno (43, b) in una curva d’ordine n ^ 3. Suppo« 
niamo ora che a', 6', . • . coincidano rispettivamente con a ^ avremo 

il teorema : 

Se ne^ punti, in cui ima curva d'ordine nè segata da 
una retta, si conducono le tangenti alla curva, esse incon- 
trano la curva medesima in altri n(n — 2) punti, situati 
sopra una curva d' ordine n — 2 (*). 

(b) Analogamenie si dimostra il teorema generale: 

Se 11 e' punti, in cui una curva d’ ordine n è segata da 
un’ altra curva d’ ordine n' , si conducono le tangenti alla 
prima curva, esse la segheranno in altri nn'(n^2) punti, 
tutti situati in una curva dell’ ordine n' ( n 2 ). 

Questo teorema è un’ immediata conseguenza della pioprietà dimostrata al 
principio del 44, purché si consideri il complesso delle nn' tangenti come 
un luogo dell' ordine nn', e la curva d’ordine n' , ripcUila due voltc^ come 
un luogo dell’ ordine 2n'. 

(c) Una curva del terz’ ordine passi pei vertici di un esagono e per due 

de’ tre punii d’incontro delle Ire coppie di lati opposti: dico che anche il 

punto comune alla terza coppia giace nella curva. Infatti; il primo, il terzo 

ed il <{uinio lato dell’esagono costiuiiscono un luogo di terz’ ordine; mentre 
un altro luogo del medesimo ordine è formato dai tre lati di rango pari. Le 
no^c intei'sezioni di (picsti due luoghi sono i sei vertici dell’ esagono e i tre 
punti di concorso de’ lati opposti. Ma otto di questi punti giacciono per ipotesi 
nella curva data; duncpic (4f) questa conterrà anche il nono (**) ; c. d. d. 

Se i sei vertici sono in una curva di second’ ordine , le altre tre inter- 
sezioni saranno in una retta ( 43 , b) ; si lia cosi il celebre teorema di Pascal: 

I lati opposti di nn esagono inscritto in ima curva di second’ ordine si 

tagliano in tre punti situali in linea retta. 

Dal quale, pel princìpio di dualità, sì conclude il teorema di Briaticbon: 
rette cnngiiingenli ì vertici opposti di un esagono circoscritto ad una 
curva di seconda classe concorrono in uno stesso punto. 

(d) 'romando all’esagono inNCritIo in una curva del terz’ ordine , sia- 
no 133456 i vertici ed a, 6, c i punti ove s’incontrano le coppie di lati 
opposti [12, 45 J , [23, 56j, [34, CI]. Se i punti 12 sono intinilauicii- 
le vicini nella curva e così pure 45, i punti 1, 3, 4, 6, 5, c saranno 
i vertici di un quadrilatero completo ed a s»rh I’ incontro delle tangenti alla 
curva ne’ punii 1 e 4; dunque: 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una curva del terz’ ordine, le 
laiigcnii in due vertici opposti s’ incontrano sulla curva (***). 

Siano adunque abca'b'c' i vertici di un quadrilatero completo inscritto in 
una curva del terz’ ordine: abe siano in linea retta cd ab'c' i vertici rìspclli- 
vainentc opposti. Le tangenti in aà, bb', cc' incontreranno la curva in tre 


r*) PoxcRLET, Analyte de» (ransrvrtoiet , p. 387. 
(**) PoNctLBT, AntUy$e det transvrr$aU» , p. i39. 

<***) M«ci*VRiN, (. C. p. J37. 
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pumi a, ^ , f. Siccome pero , te tre pumi vite di una curva del tert’ ordine- 
tono in una reità, anche i loro tangenziali af?)' sono in un’altra retta ( 39, b), 
cosi abbiamo il teorema : 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una cur- 
va del tcrz’ ordine, le coppie di tangenti ne’ vertici ap- 
posti concorrono in tre punti della curva, situati in li- 
nea retta. 


Abt. X. CieaerBBlane delle lince piane. 


46. Abbiamo già dello altrove (41) chiamarsi fatcio d'ordine n il siste- 
ma delle curve d’ ordine n , in numera influito , che passano per gli stessi 
n* punti ; cioè un fascio ò una forma geometrica , ogni elemento della quale 

„ n(n -H 3 ) ... 

è una curva d ordine n passante per 1 pumi dati, epperò 


anche per altri 


. (b- l)(n-2) 


punti fissi. 


Ogni curva del fascio è completamente individuala da un punto preso ad 
arbitrio, pel quale essa debba passare. Se questo punto si prende in una ret- 
ta passante per un punta della base cd infinilameale vicino a questo punto, 
la curva sarà individuala dalla sua tangente nel punto della base. Cioè , se 
per un punto della base del fascia si conduce una retta ad arbitrio, vi è mia 
curva del fascio ( ed una sola ) che tocca quella retta in quel punto. Od an- 
che: se canstderiamo la stella formala da tulle le rette passanti pel punlo-ba- 
se, c assiimiamn come eomspondenti una curva qualunque del fascio ed il 
raggia della stella che tocca la curva nel punto-base, potremo dire che ad 
ogni curva del fascia corrisponde un raggia della stella, e reciprocamente ad 
ugni raggio della stella corrisponde una curva del fascia; cioè la stella ed il 
fascio di curve sono due forme geoinelricbc proiettive. 

Considerando due punti-base e le stelle di cui essi sono i centri, c ri- 
guardando come corrispondenti il raggio dell’ una ed il raggio dell’ altra stel- 
la, che toccano una stessa curva del fascio ne’ punti-base, è manifesto che le 
due stelle sono proiettive. Dunque le stelle , i cui centri sono gli punti-ba- 
se, sono tutte proiettive fra loro ed al fascia di curve. 

Ciè premesso , per rapporto anarmonico di quattro curve d’ uh fascio 
intenderemo il rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti raggi di una 
stella proiettiva al fascio. 

— 47. Se due punti-base sono infinitamente vicini, cioè se le curve del 
fascio si toccano fra loro in un punto a e sia .4 la tangente comune , tutte 
quelle curve avranno in a due punti consecutivi comuni colla retta À. Quindi , 
fra le curve medesime , se ne potrà determinare una che passi per un terzo pun- 
to successivo di A , cioè che abbia in a un contatto tripunto con A. G condotta per 
a una retta B ad arbitrio, si potrà anche determinare una curva del fascia 
che passi pel punto di B successivo ad a ; la qual curva avrà pei- conseguen- 
za due punti coincidenti in u, in comune con qualunque altra retta passante 
per a (31). Dunque: fra tutte le curve di un fascio, che si tocchino in un 
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punlo a, ve n’ha una per la quale a è un flesso e ve n’ha un’altra per la 
quale a è nn punto doppio. 

48. Può accadere che un punto-base a sia un punlo doppio per tutte le 
curve del fascio : nel qual caso , rpiel punto equivale a quattro intersezioni di 
due qualunque delle curve del fascio ( 32 ) , epperò i rimanenti punti-base 
saranno v? — 4. Allora è manifesto che le coppie di tangenti alle singole cur- 
ve nel loro punlo doppio comune formano un’ involuzione quadratica : questa 
ha due raggi doppi, epperò vi sono due curve nel fascio, per le quali a A 
una cuspide. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a, una tangente 
comune, qualunque retta condotta per a e considerata come seconda tangente 
determina una curva del fascio. Dunque, in questo caso, vi sarà una sola 
curva per la quale a sia una cuspide.. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a, entrambe le 
tangenti A, A' comuni, potremo determinare una di quelle curve per mudo 
che una retta passante per a e diversa da A, .4', abbia ivi colla curva tre 

punti comuni. Dunque (31), nel caso che si considera, vi è una curva nel 

fascio , per la quale a ò un punto triplo. Ciò vale anche quando le rette .4 , 

A' coincidano, cioè tutte le curve del fascio abbiano in a una cuspide , colla 

tangente comune. 

Analogamente : se a è un punto ( r per tulle le curve del fascio , e 
se questi hanno ivi le r tangenti comuni, v’ha una curva dei fascio, per la 
<|ualc a è un punlo multiplo secondo r-^ 1. 

■ — 49. Se le curve d’ordine n, di un dato fascio, sono segate da una 
trasversale arbitraria, le intersezioni di questa con ciascuna curva formano un 
gruppo di n punti; e gli infiniti gruppi analoghi, determinali dalle infinite 
curve del fascio, costituiscono un’involuzione di grado n. Infatti, per un pun- 
to qualunque t della trasversale passa una sola curva del fascio, la quale incontra 
la trasversale medesima negli altri n — 1 punti del gruppo a cui appartiene 
t. Ciascun gruppo è dunque determinato da uno qualunque de’ suoi punti: ciò 
che costituisce precisamente il carattere dell’ involuzione (21). 

V involuzione di cui si tratta ha 2 ( n — 1 ) punti doppi ( 22); dunque : 

Fra le curve d’ ordine n, d’ un fascio, ve ne sono 
2(n— l)che toccano una retta data. 

E evidente che un fascio d’ordine n e l’ involuzione di grado h , eh’ esso 
determina sopra una data retta , sono due forme geometriche proiettive : cioè 
il rapporto anarmonìco di quattro curve del fascio ed il rapporto anarmonico 
de’ quattro gruppi di punti , in cui esse segauo la retta data , sono eguali. 

Due fasci di curve si diranno projeltivi quando siano rispettivamente 
proiettivi a due stelle proiettive fra loro; ossia quando le curve de’ due fasci 
si corrispondano fra loro ad una ad una. Evidentemente i rapporti anarmonici 
di quattro curve dell’ un fascio e delle quattro corrispondenti curve dell’ altro 
sono eguali. E le involuzioni , che due fasci proiettivi determinano su di una 
stessa trasversale o su di due trasversali distinte, sono proiettive. 

— — òO. Siano dati due fasci proiettivi, l’uno d’ordine n, l’altro d’ordine 
n' ; di qual ordine è il luogo delle intersezioni di due curve corrispondenti ? 
Con una trasversale arbitraria sego entrambi i fasci; ottengo cosi due involu- 
zioni proiettive, I’ nna di grado n, l’altra di grado n'. Queste involuzioni 
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hanno n -l- n' pumi comuni (24, b); cioè, nella trasversale vi sono n -t- n' 
punii , per ciascuno de' quali passano due curve cormpondenli de' due fasci , 
epperii n -H n' pumi del luogo richiesto. Questo luogo è dunque una curva 
Ci+.,' d’ ordine n -I- n' ("). Essa passa per tutt' i pumi-base de' due fasci, 
poiché uno qualunque di questi pumi giace su tulle le curve di un fascio e 
sopra una curva dell' altro (*) **). 

(a) La curva risultante dell'ordine n n' può talvolta decomporsi in 
linee d’ordine inferiore. Ciò avviene, per esempio, quando le curve corrispon- 
denti de’ due fasci dati si incontrano costanleineme sopra una curva d’ ordine 
)' < n -I- n'. Allora gli altri pumi d’ intersezione sono situali in una seconda 
curva dell’ ordine n -i- n' — r,che insieme colla precedente costituisce il luogo 
completo d’ ordine ii -i- n' , generalo dai due fasci. 

(bj Questa decomposizione avviene anche quando i due fasci projetlivi, 
supposti dello stesso ordine n , abbiano una curva comune e questa corrisponda 
a sè medesima. Allora ogni punta di questa curva può risguardarsi come co- 
mune a due curve corrispondenti; quindi il luogo delle intersezioni delle cune 
corrispondenti nc’due fasci sarà, in questo caso, una curva dell’ordine n. 

A questa proprietà si può dare anche il seguente enuncialo , uel quale tutte 
le curve nominale s’ iulendano dell’ ordine n : 

Se una curva II passa pei pumi comuni a due curve V , K e pei pumi 
comuni a due altre curve V , È', anche i punti comuni alle curve U, IT , 
insieme coi pumi comuni alle V, f’, giaceranno tulli in una stessa curva K. 

51. Segando, come dianzi, i due fasci dati con una trasversale H , si 
ottengono due involuzioni projellivc, c gli n -f- n' punti comuni ad esse sono 
le intei'sezioni di R colla curva C„+,i’ generala dalle intersezioni delle curve 
corrispondenti ne’ due fasci. Supponiamo ora che nella rena R vi sia un tal 
punto 0 , nel quale coincidano r intersezioni di tutte le curve del primo fascio 
ed r' intersezioni di tulle quelle del secondo con R: ma una certa curva Ch 
del primo fascio abbia r -l- a pumi comuni con R riuniti in o, e questo punto 
rappresemi anche r -t- a' intersezioni di R colla curva Cn' del secondo fascio , 
corrispondente a Cn. In virtù di proposizioni già esposte (24, c, d|, in o 
coincideranno r -a- r' -l- a od r -a- r' -a- a’ ( secondo che a < a' od a > a ) punti 
comuni alla retta R eal alla curva C„+»'. 

Questo teorema generale dà luogo a numerosi corollari ; qui ci limitiamo 
ad esporre quelli, di cui avremo bisogno in seguilo. 

( a ) Sia o un punto-base del primo fascio ; C„‘ la curva del secondo , che 
passa per o ; C„ la corrispondente curva del primo fascio , ed ff la tangente a 
Cn in 0 . Applicando a questa retta il teorema generale, col porre r = I , 
r' = 0, s=1, a'=I, troviamo che essa è anche la tangente a €«+»' in o. 

(b) Le curve del primo fascio passino per o ed ivi abbiano una tangente 
comune; allora fra esse ve n’ha una Cn , che ha un punto doppio in o (47). 


*) Pfr nirirtdo 4i determinare rordine di un luogo geometrico veggasi :PoncsLBt » 

dei transVfT9alet , p. 39. 

(**) Cnablkb, ron^rtidton de la courbe du 3. ordre ck. (Comptes rendus, 30 mai 1853). — 
Sur Ut eourbet du 4. e/ du 3. ordre eU. Compire rendi», 16 aoiit 1853). 

JongoiiBBSa £«101 ntr la g^nération det covròft (tc. Paris 1636, p. 6. 


Digitized by Gobgle 


43 


Se la corrispondente curva C„‘ del secondo fascio passa per o, il teorema ge- 
nerale applicato ad una retta qualunque condotta per o (r = I , r' = 0, s = 1 , 
s' = 1 ) mostra eh’ essa incontra in due punti riuniti in o ; cioè questo 

punto è doppio per f^n-4-N'* 

(c) Nella ipotesi jb), se C„' ha in o un punto multiplo c si applica il 
teorema generale ad una delle due tangenti in o a Cn (r =: 1 , r' = 0 , s = 3 , 
s > I), troviamo che questa retta ha tre punti comuni con Cf^+l,' , riuniti in 
a; dunque questa curva ha in comune con C„ non solo.il punto doppio o , ma 
anche le relative tangenti. 

(d) Fatta ancora l’ipotesi |b), se R, tangente comune alle curve del 

primo fascio in o, è anche una delle tangenti ai due rami di (r = 3, 

r' = 0, s=1, s' = l), essa sarà tangente ad uno de’ due rami di Cn+n'- 

(e) E se, oltre a ciò, la seconda tangente di C„ in o tocca ivi anche 

C»' , applicando a questa retta il teorema generale (r=1, 1 ^ = 0, s — ‘2, 
s’ =3), troviamo eh’ essa è la tangente del secondo ramo di Donde 

segue che, se Ch ha in o le due tangenti coincidenti colla retta A, tangente 
comune alle curve del primo fascio, e se questa retta tocca nel medesimo 
punto anche , la curva C„+,,' avrà in o una cuspide colla tangente A. 

(f) Due curve corrispondenti (\, Ch' passino uno stesso numero t di 

volte per un punto o. Se A è una retta condotta ad arbitrio per o, si ricava 
dal teorema generale (r = r' = 0, s = i'=i) che in o coincidono i interse- 
rioni di con A, cioè o è un punto multiplo secondo ■ per la curva 

C»<^H • 

(g) Se Ch passa i volte e Cn' un maggior numero i' di volte per o, 
questo punto è ancora multiplo secondo i per Ci+h'v Inoltre, se si considera 
una delle tangenti di Ch in o, il teorema generale (r = r’ = 0, j = t-i-l, 
a' > I ) dà I -I- 1 intersezioni di questa retta con C„+h' riunite in o. Dunque 
le tangenti agli i rami di C„ toccano anche gli i rami di C„ 4 .i,'. 

Nello stesso modo si potrebbe dimostrare anche quanto è esposto nel 
n" seguente. 

53. Supponiamo ora che le basi de’ due fasci abbiano un punto comune 

a, il quale sia multiplo secondo r per le curve del primo fascio e multiplo 
secondo r' per le curve del secondo. Ogni curva del primo fascio ha in a un 
gruppo di r tangenti: gli analoghi gruppi corrispondenti alle varie curve del 
fascio medesimo formano un’ involuzione di grado r. Similmente avremo un’ in- 
voluzione di grado r formata dalle tangenti in a alle curve del secondo fascio. 
Le due involuzioni hanno r -i- r' raggi comuni (34, b), ciascuna de’ quali, 
toccando in a due curve corrispondenti de’ due fasci , tocca ivi anche la curva 
Laonde questa curva ha r -t- r' rami passanti per a, e le tangenti a 
questi rami sono i raggi comuni alle due involuzioni. 

(a) Da ciò segue che, se tutte le curve d'uno stesso fascio hanno alcuna 
tangente comune in a, questa è anche una tangente di Supposto che 

tutte le r tangenti in a siano comuni alle curve del primo fascio , epperò siano 
tangenti anche alla curva d’ ordine n -i- n' , le rimanenti r tangenti di questa 
sono evidentemente le r' tangenti di quella curva C,' del secondo fascio, che 
corrisponde alla curva C„ del primo fascio, dotata di un punto multiplo se- 
condo r -I- 1 in a ( 48 ). 

53. L’ importante teorema ( 50 ) conduce naturalmente a porre questa 
quistione : 
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Dall quanli punti sono necessari per delerniinarc una curva dell’ ordine 
n + n' , formare due fasci projellivi, l'uno dell’ordine n, l’altro dell’ordine 
n' , i <|iiali , colle uiiituc intersezioni delle curve corrispondenti , generino la 
curva richiesta. 

Ove questa problema sia risoluto , ne conseguirà immediatamente che 
ogni curva data d’ ordine n-Hn' pui'i essere generata dalle 
mutue intersezioni delle curve corrispondenti di due fasci 
projettivi degli ordini n ed n'. 

I.a soluzione di quel problema fondainenlalc dipende da alcuni teoremi do- 
vuti ai signori Chssles c Jovstnèaes , che ora ci proponiamo di esporre. I quali 
teoremi perb risgiiardano soltanto le curve d’ordine n -t- n' > 2 , poiché , per 
quelle del second' ordine , basta la proposizione dimostrala al n.” ùO , come si 
vedrà fra poco |ò9|. Ci sia dun(pie lecito supporre n -I- n' non minare di 3. 

Ò4. .Sopra una curva d’ ordine n -t- n' si suppongano presi n* punti 

formanti la ba-e d’ un fascio d’ordine n, e ritengasi in primo lungo n > n'. 
•Siano €„ , C\ due curve di questo fascio. Siccome delle n ( n -h ii' ) interse- 
zioni delle curve , C„ ve ne sono n* silnaic in C\, cosi (4<) le altre 
nn' saranno .sopra una curva C^‘ d’ ordire n’ , la quale é determinata , perché , 

I . . — n' -t- 3 — n' ( n -+- 3 ) _. 

essendo n > n , si ha n ^ — - — , epperò nn ^ ( ). Analoga- 

mente: siccome delle n(n-i-n') intersezioni di Cn^-n , C„ ve ne sono n^ sopra 
C„, così le altre nn' saranno in una curva C',' d’ordine n'. 

I due luoghi d’ ordine n -t- n', f„ -t- C',,' c C'„ ■+■ C„‘ si segano in (n-t-n' )■■“ 
punti, de’ quali n* 2nn' = n (n -l- 2n' ) sono situali in Quindi, sic- 

. — |n-4-n')(n-+-n'"+'3) .... ... ■ . 

come n(n-t-2n ) ^ — I (**), così (41) anche le 


altre n* intersezioni di que’ due lunghi, ossia gli n'^ punti comuni a C„', f , 
giacciono in e formano la base d’ un fascio d’ ordine n. Cosi abbiamo 

.sopra due sistemi di punti : 1’ uno di n** punti , base d’ un fascio d’ or- 

dine n; l’altro di n'^ punti, base d’ un secondo fascio d’ordine n'. Ogni 
curva C„ del primo fascio sega ''t*' pu>»i> <tl>° determinano una 

curva C«' del secondo fascio; e viceversa, questa curva determina la prima. 
Dunque i due fasci sono projettivi e le intersezioni delle curve corrispondenti 
C» , C,' sono tutte situale sopra . 


n' -t- 3 . 

(*| Per n = 2, il =1, si ha n= — ; in ogni altro caso é 

n' -t- 3 


(fi-l-fi')(n-i-fi-l-3) 

(*•) Se II = 2, n = I, SI ha n(n -I- 2n ) = I. 

(n -I- n' )■* -I- n (n -I- n') -f- n' (n — n' ) 

Per n ^ 3 si ha n ( n -i- 2n ) = 

( n -I- n' I’ -I- 3 ( n -4- n' ) — 2 
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(a) In secondo luogo, si supponga n ^ n'. Ogni curva fn* condotta per 


gli punti di sega questa curva in altri nn' punti, ì quali, in que* 

sto caso, non sono iodipendenti fra loro, perchè ogni curva d’ordine n' con- 
I )(„_2) 

dotta per nn di questi punii passa anche per lutti gli 

altri (41, 42). Dunque, assumendo ad arbitrio altri 


II’ { n’ 3 ) 


— < rm — 


(n— l)(n — 2)’j __(n' — n-J-1)(n' — nn-2) 


. n'(ii’-t-3) 
lutti questi — 


punti, 


■ (n— l)(n — 2) 


punii giaceranno in una curra (' 1 ,' 

<r ordine n. Quei punti addizionali siano presi sulla curva data 

Analogamente: un' altra curva C\ fascio d' ordine n , sega rn-fn' in nn' 

.-, 1 . 1 - V .■ 1 . (n' — n-i-1 )(n' — »n-2) 

punii (oltre gli n’ pnnli-base) e questi insieme agli 

pumi addizionali siiddelli dclerminerannu una curva d’ ordine n. 

I due luoghi d’ ordine n -t- n’, •+■ C,,' e C"„ f«' hanno in comune 


(n — n-i-l)(n'— n-i-2) 


Ma qiieslo numero è eguale a 1 -r- (n — I) (n — 2), 


(ii-i-n')- punii, de’ quali «■*-+- 2nn' 

Ma questo numero è eguale a 
— ( n -t- n' ) ( n n' -I- 3 ) 


epperò 


— I; dunque (41), le rimanenti 


(n' — n-t-1)(n' — 1 » + 2) . 


iniersezioni di CV> C'n' sono anch’esse in 


ed insieme ai punii addizionali costituiscono la base d’ un fascio d’ ordine n'. 
Cosi , anche in questo caso , abbiamo in due sistemi di punti , costituen- 

ti le basi di due fasci, degli ordini n, n'. I due fasci sono proiettivi, per- 
chi' ogni curva dell’ uno determina una curva dell’ altro e reciprocamente. 
Inoltre le curve corrispondenti si segano costantemente in punti appartenenti 
alla data C (*). 

( I) ) Questo teorema mostra in qual modo , data ima curva d’ ordine 
Il -I- n' ed in essa i ptinli-liase d’ un fascio d’ ordine n , si possano determi- 
nare i pumi-base d’ un secondo fascio d’ ordine n', proiettivo al primo , tal- 
ineme che i due fasci , colle intersezioni delle curve corrispondenti , generino 
la curva data. Rimane a scoprire come si determinino , sopra una curva data 
d’ ordine n -^ n', gli punti-base d’ un fascio di curve d’ ordine n. 

55. In primo luogo osserviamo che dal teorema di CircEr ( 44 ) si ricava : 
j. .. , • (n — n' — 1 )(n — n — 2 ) 

»€ una curva ri’ orriine n n contiene 

2 


(*i CMASLts, Dtux théorèmts gfnéraux $vr let courbes et Ut surfacet gé>méiriguet de Ums 
tei nrdtet ( Comples rpndiis, 38 diVcmbre IB&7 ). 
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intersezioDi di due curve d’ ordine n, essa conliene anche lune le altre. 
Ossia ; 

Quando n’ ! pumi-base d’ un fascio d’ ordine 

n giacciono in una curva d’ ordine n -4- n' , questa contiene anche tulli gli altri. 

Il qual teorema suppone manifestamente n — n' — 2 > 0 ossia n > n' -i- 2. 
Sia dunque n > n' -I- 2 e supponiamo che sopra una data curva d' ordine n n' 
si vogliano prendere punti costituenti la base d’ un fascio d' ordine n, A flìn- 
ebè la curva data contenga gli punti-base , basta che ne contenga 
, (n— n' — 1) (n— n' — 2) , , , , . ■ 

, cioè devono essere sodisfalle allretlanle condizioni. 

2 

Ora , astraendo dalla curva data , gli n‘‘ punti-base sono determinali da 
n|n-t-3) .. . 

— ^ — — 1 fra essi , e siccome per determinare un punto sono necessarie 

due condizioni, cosi per determinare tutta la base del fascio abbisognerebbe- 
ro n(n-4-3) — 2 condizioni. Ma volendo soltanto che i punti-base siano nel- 

. , .. , ^ (n — n’ — l)(n — n' — 2) 

la curva data , non si hanno da sodisfare che n' — 


condizioni; quindi rimarranno n(n-i-3) — 2 — n'*- 


( n — n’ — 1 ) ( n — n' — 2 ) 


(n — n'j* 3 (n-i-n') — 2 


punti , per formare la base 


(n — n )* -I- 3 (n-i-n 1 — 2 , 

= condizioni libere , cioè d altrettanti elementi si 

2 

può disporre ad arbitrio. Siccome un punta che debba giacere sopra una data 
curva è determinalo da una sola condizione, cosi potremo prendere, ad arbi- 
trio, nella curva data 
del fascio d' ordine n. 

Nell’ altro caso poi , in cui sia n ^ n' -l- 2 , perchè gli n’ punti-base 

siano nella curva data , occorrono condizioni ; quindi , ragionando come 
dianzi, rimarranno n (n-i-3 ) — 2 — = 3n — 2 condizioni libere. Dunque; 

Quando in una curva data d’ordine n-t-n' si voglio- 
no determinare punti costituenti la base d’ un fascio 
d’ ordine n, si possono prendere ad arbitrio nella curva 
(n — n')*-»-3(n-t-n')— 2 

, ovvero 3n — 2 punti, secondo che sia 


n > n' -4- 2 , ovvero n ^ n' -4- 2 (*). 

Dai due teoremi ora dimostrali (SAiSò) risulta che una curva qualiin- 


*) CHAftLts, MfrminaU'on du nombre de poinit on petti prendre eie. (Otnplet reit- 

<lu5, 21 1857.. 


Digitized by Google 


47 


que d’ ordine m , può essere generala , in infinite maniere diverse , mediante 
due fasci projellivi, i cui ordini n, n' diano una somma nH-n' = m. 

66. Trovalo cosi il numero de’ punti che si possono prendere ad arbitrio 
sopra una data curva d' ordine m , per costituire la base d’ un fascio d’ or- 
dine n < m, rimane determinalo anche il numero de’ punti che non sono ar- 
bitrari, ma che i d’uopo individuare, per rendere complete le basi de’ due 
fasci generatori. Ed invero: se il numera m è diviso in due parli n,n', que- 
ste 0 saranno disuguali , o uguali. Siano dapprima disuguali , ed n la maggiore. 

. (n — n'!^-t-3 (n-+-n' ) — 2 
Se n>n -1-2, il numero de punti arbitrari è 


Ma le basi de’ due fasci sono rispellivamcnle determinale da 


2 

n( n ■ 


■— 1 


e da 


n' ( n' 3 ) 


— 1 punti; dunque il numero de’ punti incogniti è 
3 ( n -I- n' ) — 2 


Il ( n -t- 3 ) -I- n' ( n' -t- 3 ) ^ ( n — n' )* 


• = nn' — I . 


2 2 
Se n = n' ^- 2 , ovvero » = ii’ -i- 1 , il numero de’ punti arbitrari è 
3n — 2 , quindi i punti incogniti saranno 
Il ( n -t- 3 ) ■+• n^( 11 ’ -4- 3 ] 

2 * " 


- 2 - ( 3n - 2 ) = nn’ - t. 


Quando n ed n siano ugnali , il numero de’ punti arbitrari , che si pos- 
sono prendere nel formare la base del primo fascia, i 3n — 2; ma, determi- 
nata questa base, si può ancora prendere mi punto (addizionale) ad arbitrio 
nel formare la base del secondo fascio: come risulta dal n.° 54, nel quale 

, , . .... . . ( n' — n -4- 1 ) ( n — n -t- 2 ) 

il numero de punti aduizionali arbitrari ^ per 

n = n' diviene appunto = 1 . Dunque il numero de’ punti incogniti ò 
Il ( n -4- 3 ) -4- n' ( II’ -I- 3 ) 

— 2 — ( 3n - 2 ) - 1 = nn' — I. 

Allo stesso risultata si arriva anche partendo da quello de' due numeri 
n. 11 ', che si suppone minare. Sia n < n’. Allora, nel formare la base del 
fascio d’ordine n si ponno prendere 3n — 2 punti arbitrari; fissata questa 

, , (n'— n-4-l)(n'— n-l-2) .... 

base, SI possono ancora prendere punti arbitrari 

nella base del secondo fascio ; quindi ì punti incogniti nelle due basi sono in nii- 
n(n-4-3)-4-n'(n'-4-3) , (n' — n-i-l)(n' — n-i-2) 

mero 2 — (3n — 2) 

2 2 

= nn' — 1 . 


Concludiamo adunque che, nel formare le basi de’ due fasci 
d’ ordini n, n', generatori d’ ima curva d’ ordine n-l-n', 
v’ ha sempre un numero nn' — 1 di punti che non sono ar- 
bitrari, ma che bisogna determinare mediante gli elementi 
che individuano la curva. 
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. , c- ( n -i- n' ) ( « -H «' -h 3 ) . . . 

o7. Siano dati punti, pei quali si vuol far pas- 


sare una curva (P ordine n -t- n' : cioè si vogliano determinare due fasci d' or- 
dini n, projettivi, in modo che il luogo delle iulersezioui delle curve cor- 
rispondenti sia la curva d’ ordine n -i- »' determinata dai punti dati. 

- n ( n -i- 3 ) -t- n' ( n' -t- 3 j . l • i- • i ■ 

Siccome fra gli 2 punti , che individuano le 

2 

basi de’ due fasci, ve ne sono fin' — 1 che non si ponno prendere ad arbitrio, 
così non si potranno far entrare nelle due basi che 

n ( fi -i- 3 ) ■+• ( n’ -t- 3 ) , . , . . , • , • 

2 — (mi — 1 ) punti, scelti ad arbitrio fra i dati. 


Dì questi rimangono cosi 2nn' -t- 1 liberi. MTìnchè la curva richiesta passi an- 
che per essi , le curve del primo fascio condotte rispettivamente per quei 2mi' -t- 1 
punti dovranno corrispondere projettivanientc alle curve del secondo fascio con- 
dotte per gli stessi punti. E siccome nello stabilire la projcitività di due for- 
me si possono assumere ad arbìtrio tre coppie di elementi corrispondenti (8), 
dopo di che, ad ogni quarto elemento della prima forma corrisponde un quar- 
to elemento delia seconda , dctermìiiato dall’ eguaglianza de’ rapporti anarmoni- 
ci ; cosi la corrispondenza proiettiva dì quelle 2nn' ■+■ 1 coppie di curve som- 
ministrerà {2mi' t ) — 3 = 2 ( mi' — 1 ) condizioni : il qual numero 0 appun- 
to necessario e suflìcìciitc per determinare gli tm' — 1 punti incogniti (*). 

' 58. Il problema siienuuciato (53) ammette differenti soluzioni, non solo 

a cagione della molteplice divisibilità del numero esprimente l’ordine della curva 
domandata in due parti n , n' , ma anche pei diversi modi con cui si potranno 
distribuire fra le basi de' due fasci generatori i punti che si assumono ad ar- 
bìtrio (e quindi anche i punti incogniti). 

Da ciò che si ( detto al n." 56 risulta che : 

Quando voglìonsi formare sopra una curva d’ordine 
n-t-fi' le basi di due fasci generatori d’ ordini n, n', se n, u' 
sono disuguali, si potranno attribuire al solo fascio d’or- 
dine superiore t u 1 1 ’ i punti che A lecito assumere ad ar- 
bitrio; e se n = n', si possono attribuire ad uno de’ fasci, 
al più, tutl' ì punti arbitrari meno uno (**^). 


ART. XI. CoNtruzionc delle curve tli «tecend* ordine. 

~ 59. Se nel teorema (50) si pone « = n' = I , si ha; 

Date due stelle projettive, i cui centri siano i punti 
0 , o', il luogo del punto d’ intersezione di due raggi cor- 
rispondenti ò una curva di secon d’ordine, passante pei 
punti 0 , o'. 

Recìprocamente: siano o, o' due punti fìssati ad arbitrio sopra una curva 
di second’ ordine; ni un punto variabile della medesima. Movendosi m sulla 


♦ JoHQiTiKncs, Efsni tur la ijénérnlinn des murhes eie. p. n— li. 
(»*) Charles, Dèlermination du mmbre de pnmts eie. c. s. 
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curva , i raggi om , dm generano due stelle projetlive. Quando m è infinila- 
menle vicino ad o, il raggio om diviene tangente alla curva in o; dunque la 
tangente in o è quel raggio della prima stella , che corrisponde alla retta do 
considerata come appartenente alla seconda stella. 

Da ciò scende immediata la costruzione della curva di sccond' ordine , 
delia quale siano dati cinque punti aòcoo'. Si assumano due di essi, oo' , co- 
me centri di due stelle projettive, nelle quali (oa, o'a),(o6, db) , {oc , de) 
siano tre coppie di raggi corrispondenti. Qualunque altro punto della curva sarà 
r intersezione di due raggi corrispondenti di queste stelle (3). Del resto, que- 
sta costruzione coincide con quella che si deduce dal teorema di Pascal ( 4o, c). 
La qual costruzione si applica, senza modilìcazioni , anche al caso in cui due 
de’ punti dati siano inPinitamente vicini sopra una retta data , ossia in altre pa- 
role, al caso in cui la curva richiesta debba passare per quattro punti dati ed 
in uno di questi toccare una retta data ; ecc. 

Se nelle due stelle projettive, i cui centri sono o, d, la retta od corri- 
sponde a sè medesima, ogni punto di essa è comune a due raggi corrispon- 
denti (sovrapposti), epperò quella retta è parte del luogo di second’ ordine 
generato dalle due stelle projettive. Dunque questo luogo ò composto della od 
e di iin^ altra retta , la quale conterrà le intersezioni de’ raggi corrispondenti 
delle due stelle (50, b). 

— 60. Date due punteggiate projetlive A, A', di qual classe è la curva 
inviluppata dalla retta che unisce due punti corrispondenti? ossia, quante di 
tali rette passano per un punto arbitrario o? Consideriamo le due stelle che 
si ottengono unendo o ai punti della retta A ed ai corrispondenti punti di X : 
tali stelle sono projettive alle due punteggiate , epperò projettive tra loro. Ogni 
retta ohe unisca due punti corrispondenti di , 4' e passi per o, ò eviden- 
temente un raggio comune delle due stelle , cioè un raggio che coincide col 

proprio corrispondente. Ma due stelle projettive concentriche hanno due raggi 

comuni (IO); dunque per o passano due rette, ciascuna delle quali ò una tan- 
gente dell’ inviluppo di cui si tratta. Per conseguenza quest’ inviluppo è di 
seconda classe. 

11 punto comune alle due rette date si chiami p o q' , secondo che si 
consideri come appartenente alla prima o alia seconda punteggiata ; e siano p , q 
i punti corrispondenti a p, g'. Le rette pp' (A') e qq' (A) saranno tangen- 
ti alla curva di seconda classe; dunque questa è tangente alle rette date. 

Reciprocamente : due tangenti fìsse <|ualunqtie A , A' di una curva di 
seconda classe sono incontrate da una tangente variabile 3f della stessa curva 
in punti a, a' che formano due punteggiate projettive. Quando IH è prossima 
a confondersi con A , a è il punto in cui A tocca la curva ; dunque A tocca 

la curva nel punto q corrispondente ai punto q di A' , ove questa retta ò 

segala da A. 

Di qui si deduce la costruzione, per tangenti, della curva di seconda classe 
determinata da cinque tangenti. Due di queste sono incontrate dalle altre tre 
in tre coppie di punti, i quali, assunti come corrispondenti, individuano due 
punteggiate projetlive. Qualunque altra tangente della curva richiesta sarà de- 
terminata da due punti corrispondenti di queste punteggiate. 

Se nelle due rette punteggiate projetlive A^ A', il punto di segamento 
delle due rette corrisponde a sè medesimo , ogni retta condotta per esso unisce 
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(lue punti corrispondenti (coincidenti); laonde quel punto è parte delP invi- 
luppo di seconda classe generato dalle due punteggiate. Cioè quest’ inviluppo 
sarà composto del dello punto e di un secondo punto , pel quale passeranno 
tutte le rette congiungenti due punti corrispondenti delle punteggiate date (3). 
... gl, Dj un punto qualunque di una curva di seconda classe non può con- 
dursi alcuna retta a toccare altrove la curva (30), cioè una retta che tocchi 
la curva in un punto non può incontrarla in alcun altro punto. Dunque una 
curva di seconda classe è anche di second’ ordine. 

Analogamente si dimostra che una curva di second’ ordine è anche di se- 
conda classe. V’ ha dunque identità fra le curve di second’ ordine e quelle di 
seconda classe: a patto però che si considerino curve semplici. Perchò il si- 
stema di due rette è bensì un luogo di second’ ordine, ma non già una linea 
di seconda classe; e così pure, il si.>tema di due punti è un inviluppo di se- 
conda classe, senz’essere un luogo di second’ ordine. 

Le curve di second’ ordine e seconda classe si designano ordinariamente 
col nome di coniche. 

C2. Dal teorema (59) risulta che, se abed sono quattro punti dati di una 

conica ed m un punto variabile della medesima , il rapporto anarmonico de’ quat- 
tro raggi m(a, b, c, el ) è costante, epperò eguale a quello delle rette 
a(a, b, c, d), ove aa esprime la retta che tocca la conica in a. 

Reciprocamente : dati quattro punti abed , il luogo di un punto m , tale 
che il rapporto anarmonico delle rette m{a, b, c, d) abbia un valore dato , 
è una conica passante per abed, la quale si costruisce assai facilmente. Infatti: 
se s’ indica con aa una retta condotta per a c tale che il rapporto anarmonico 
delle quattro rette a (a, b, c, d) sia eguale a A,, la conica richiesta sarà in- 
dividuata dal dover passare per abed c toccare in a la retta aa. 

Il luogo geometrico qui considerato conduce alia soluzione dei seguente 
problema : 

Date cinque rette o' (a', b', c, d', e' ) concorrenti in un punto o' e dati 
cinque punti abede, trovare un punto o tale che il fascio di cinque rette 
o[a,b , c ,d , e) sia projettivo al fascio analogo o' (ai ,b' , c , d ,e' ). 

S’ imagini la conica luogo di un punto m tale che i due fasci m (a, b, c, d}, 
o' (a', b', c'j d' ) abbiano lo stesso rapporto anarmonico. E similmente si 
imagini la conica luogo di un punto n tale che i due fasci n (a, b, c, e), 
o' ( a', b', c', e' ) abbiano Io stesso rapporto anarmonico. La prima conica passa 
pei punti ohcd\ la seconda per abce\ entrambe poi sono pienamente indivi- 
duate. 

Ora, siccome il richiesto punto o dee possedere si la proprietà del pun- 
to m che quella del punto n , cosi esso sarà situato in entrambe le coniche. 
Queste hanno tre punti comuni abe dati a priori ; dunque la quarta loro in- 
tersezione sarà il punto domandato. Questo punto .si costruisce senza previa- 
mente descrivere le due curve ; come si mostrerà qui appresso. 

— - 63. Le coniche passanti per gli stessi quattro punti abeo formano un fa- 
scio di second’ ordine. Fra quelle coniche ve ne sono Ire , ciascuna delle quali 
ò il sistema di due rette: esse sono le tre coppie de’ lati opposti (bc,ao), 
(ca, bo) , (ab, co) del quadrangolo completo a cui sono ciixoscritte tutte 
le coniche proposte. 

Se per un vertice del quadrangolo, ex. gr. per a, si conduce un’ arbi- 
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tram irasversale A , ossa sega ciascirna conica del fascio in un ptinlo. Vice- 
versa ogni punio della trasversale individua una conica del fascio ^ che vie- 
ne ad essere determinala dal dello piinlo e dai quallro dati abeo. Dunque 
il fascio di coniche c la punieggiala eh’ esse segnano sulla trasversale A 
sono due forme geometriche projellivc; in altre parole, il rapporto anarmoni- 
co de’ quattro punti in cui quattro date coniche del fascio segano una tras- 
versale condolla per nn punto-base è costante, qiialanqne sia la direzione del- 
la trasversale e qualunque sia il punto-base; ed invero quel rapporto anar- 
inonico t eguale a quello delle quallro coniche ( 46 ). 

Segue da citi , che due trasversali A , B condotte ad arbitrio per due 
punti-base a, b rispettivamente, incontreranno le coniche del fascio in pun- 
ti formanti due punteggiale projellive : purché si assumano come corrispon- 
denti que’ punti m,m' ove una stessa conica è incontrala dalle due trasversali. 
Si osservi inoltre che in queste due punteggiate il punto d’ incontro delle 
dne trasversali corrisponde a sè stesso, perdili la conica del fascio determina- 
la da quel punto incontra ivi eniramlie le trasversali. Per conseguenza , ogni 
retta mi»' che unisca due punti corrispondenti delle punteggiale passa per un 
punto fisso i (3, 60). Ogni retta condotta per i segherà le due trasversali 
,4 , il in due punti situati in una stessa conica del fascio. Dunque : la retta 
co ( che insieme ad ab costituisce una conica del fascio ) passa per t ; il pun- 
to in cui A sega bc ed il punto in cui B sega ao sono in linea retta con i ; 
e cosi pure, il punto in cui A sega bo ed il punto in cui B .sega ac sono 
in una retta passante per 

64. Suppongasi ora che una conica sia individuala da cinque punti dati 

abedf', ed una seconda conica sia individuala dai punti pur dati abce’f. Le 
due coniche hanno tre punti comuni a, b, c dati a priori', si vuol costruire 
il quarto punto comune o, senza descrivere allnalmenlc le coniche. 

Si conducano le rette od, be' c si chiamino rispellivamenle A , B. La 
retta A incontrerà la seconda conica in un pnnio e che, in virtù del tcortma 
di Pascal, si sa coslrnire senza delincare la curva. Cosi la retta B incoi)» 
Irerà la prima conica in un punto if. Le rette dd’, re concorrano in un pun- 
to I. Sia m il punto comune alle rette A e ic; ed m' quello ove si sega- 
no B ed tm. Il pulito o comune alle am' ed ic sarà il richiesto. Que- 
sta eoslriizione è pienamente giustificala dalle cose esposte nel numero pre- 
cedente (*). 

.IKT. XII. Coslraulonp ilrlln runa di (rrz* ordinr 
dclrrmlnala da nove punti, 

65. Il teorema generale (60) per n = 3, n' = 1 , suona cosi: 

Dato nn fascio di coniche, projcitivo ad una stella da- 
ta, il luogo de’piinli in cui i raggi della stella segano le 


’*) VrggAfii snrlie: Schiiotbr, Probttmalis gfomflrm ad luperpcitm lecundi ordini! ptr da- 
ta puntia cmttruendam spretanti! solatio nova, Vraiislivie isea. p. 13. 
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corrispondenli coniche è una curva di icrz’ ordine |o cu- 
bica.} passante pei (|iiattro punti comuni alle coniche e 
pel centro della stella. 

Se 0 j il centro della stella , la tangente in o alla cubica è il raggio 
rorrispondcnle a (piella conica | del fascio ) che passa per o. 

Se a è uno de’ punti-base del fascio di coniche, la tangente in a alla 
cubica è la retta che nel punto niedcsinio tocca la coiiica corrispondente al 
raggio oa |5I , a). 

I teoremi inversi del precedente si ricavano da quello del n.” 54 : 

1." Fissati ad arbitrio in una cubica quattro punti abed, ognt conica 
de.scritta per essi sega la cubica in due punti mm ; la retta tnm' passa per 
lui punto fìsso 0 della cubica medesima. Le coniche per abed e le rette per o 
formano due fasci prnjettivi. Il punto o dicesi oppoilo ai quattro punti oòcd. 

3.° Fissati ad arbìtrio in una cubica tre punti abe ed un altro punto 
o, ogni retta condotta per o sega la curva in due punti mm'j la conica de- 
scrìtta per abemm passa per un altro punto fisso d della cubica. Le coniche 
per abed c le rette per o si corrispondono projellivamentc. 

— - GC. Siano ora dati nove punti abedefghi e sì voglia costruire la curva di 
lerz’ ordine da essi determinala, mediante due fasci proiettivi, I’ uno di co- 
niche , I’ altro di rette. Per formare le basi de' due fasci sono necessari cin- 

ipie punti: ma uno fra essi (57) non può es.sere assunto ad arbitrio fra i 

punti dati, bensì solamente gli altri quattro. 

Secondo che il punto ìncogiiilo si attribuisce al fascio dì rette o al fa- 
scio di coniche , si hanno due diversi modi dì costruire la curva di terz’ ordi- 

ne, ì quali corrispondono ai due teoremi (G5, l.°, S."). Noi qui ci limitiamo 
al solo primo modo di costruzione, che i dovuto al .sig. Chaslis (*|. 

Iniaginìamo le cìu<|uc coniche circoscritte al quadrangolo abed e passanti 
rìspelliiamente per e, f,g,h,i. Il sistema di queste cinque coniche si può 
rappresentare col simbolo : 

( abed){e, f, g, h, i ). 

Si traila dunque di trovare un punto o tale che il sistema di cinque rette 

o( «. /■> 9. A» ' ) 

>ia pi'ojcttiro al sistema delle cinque coniche. Siccome quest' ultimo sistema è 
proiettivo a quello delle tangenti alle coniche nel punto a (46)^ così l'at- 
tuale problema coincide con uno già risoluto (62,64). Determinato il pun- 
to o opposto ai quattro abedj sono determinali i fasci generatori; e con ciò 
la qiiistìone ò risoluta. 

67. Suppoiigansi ora due cubiche individuate da due sistemi di nove punti, 
fra i quali ve ne siano quattro abed comuni alle due curve. Queste sì seghe- 


(*> ronvfruc/ton de la eourbe du 3. ordre dUerìMnée par neuf pointi (Comptn rcndiiv, 30 
mai 1823 ). 

I*rr altrr roatniiinni drllr cubìrbr e dfilc curve iTor«linc Miprriore regimanti ir crcHlenti Mmene: 
JoN<;ri^AF.s , Essai sur la génrrntion det rourbet gènm/lriquet etc. — , Veber die 

Erzeugung geomttriseher Curren (uiorvale Casllk-5orcn4Iuit« t. 58, Bcrlieo 1860, p. S4j. 
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ramiA in altri cinque punti che individuano una conica. Questa conica può 
essere costruita senza conoscere quei cinque punti ^ cioè senza descrivere le 
due cubiche. 

Si consideri il fascio delle coniche circoscritte al quadrangolo abcd", una 
qualunque di esse sega la prima cubica in due punti nm e la seconda cubica 
in due altri punti m'n'. Le rette mn, m'n' incontrano nuovamente le cubiche 
in due punti fìssi o, 6 che sono gli opposti ai dati abcd, rispetto alle due 
cubiche medesime. Variando la conica, le rette omn, o'm'n' generano due 
stelle projettive al fascio di coniche , epperò proiettive fra loro. 1 raggi cor- 
rispondenti di queste stelle si segano in punti il cui luogo è una conica pas- 
sante per 0 , o' ed anche pei cinque punti incogniti comuni alle due cubiche. 
Essa ò dunque la conica domandata. 

(a) Di questa conica si conoscono già due punti o , o' ; altri tre si pos- 
sono dedurre dalle tre coppie di lati opposti del (piadrangolo abcd , considerate 
come coniche speciali del fascio. Infatti: siano m, n i punti in cui la prima 
cubica è incontrata nuovamente dalle rette bc, ad‘, ed in , n quelli in cui 
(|iieste medesime rette segano la seconda cubica. Le rette mn , m'n sono due 
raggi corrispondenti delle due stelle projettive, i cui centri sono o , o' ; dun- 
4|ue il loro punto comune appartiene alla conica richiesta. Analogamente dicasi 
delle altre due coppie di lati opposti (ca, bd), (a6, cd). 

Di qui segue che, de’ nove punti comuni a due cubiche, cinque qualun- 
que individuano una conica la quale passa pel punto opposto agli altri quattro, 
rispetto a ciascuna delle cubiche (*). 

(b) Siano o6cr/, a’b'e'd' otto punti comuni a due cubiche; o, o' i punti 
opposti ai due sistemi abcd , a'b'cd' , rispetto alla prima cubica. La retta oo' 
sega questa cubica in un terzo punto x. Dalla definizione del punto opposto 
segue che le coniche individuate dai due sistemi abcdo ’ , a'b'c'd'o passano en- 
trambe per X. Dunque a; è il nono punto comune alle due cubiche 

(c) Se oòcc/ sono quattro punti di una cubica, il loro punto opposto o 
può essere determinato così. Siano m, n i punti in cui la curva è incontrata 
dalle rette ab, cd', la retta mn segherà la curva medesima in o. Se i punti 
abcd coincidono io un solo a , anche m , n coincidono nel punto m in cui 
la cubica ò segata dalla tangente in a; ed o diviene l’intersezione della curva 
colla tangente in m. Dunque, se (39, b) m si chiama il tangenziale di a ed 
o il tangenziale di m ossia il secondo tangenziale di a , si avrà : 

Se una conica ha un contatto qn ad ripunto con una cu- 
bica, la retta che unisce gli altri due punti di segamento 
passa pel secondo tangenziale del punto di contatto. 

Da ciò segue immediatamente che: 

La conica avente un contatto c i n q ii i p u n t o con u n a c ii- 
bica incontra questa sulla retta congi ungente il punto di 
contatto al suo secondo tangenziale (***). 


(♦) PlOckir , Theorie dtr algeb. Curvm , p, 56. 

(**■) Hart, Construction by thè ruter aione to determine thè ninlh point of iniertection of 
two eurvet of thè third degree ( CRtnbfidge and Dublin Malbrmalical Journal, rol. 6, Cambridge 1851, 
p. 181 V 

(*•♦) PoRcsLET, Analyie dee traneversatee , p. 135. 
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(il) Dai teoremi ([>) e (c) si raccoglie che, se due cubiche hamui fra: 
loro due contatti qiiadripuntì ne’ punti a , d, il nono punto di intersezione 
X è in linea retta coi secondi tangenziali o , o' de’ punti di contatto o , d, 
He a, d coincidono , anche d coincide con o et\ x i il suo tangenziale , 
cioè il terzo tangenziale di a ; diini|iie ; 

Tutte le cubiche aventi un contatto ottipunto con una 
data cubica in un medesimo punto, passano pel terzo tan- 
genziale del punto di contatto (*). 

(e) Il teorema (4ó,b) applicato ad una curva del terz’ ordine sun- 
na cosi : 

Se una cubica è segata da una curva dell'ordine n in 3n punti, i 

tangenziali di questi giacciono tutti in un' altra curva dell’ ordine n. 

Donde segue immediatamente ( 44 ); 

Le coniche aventi un contatto cigqiiipunto con una data cubica ne’ punti 
in cui questa è segata da una curva dell’ ordine n , segano la cubica medesi- 
ma in 3n punti situati in nn’ altra curva dell’ ordine n. 

Ed anche: 

Se una conica ha un contatto cinqiiipuntn con ima cubica in a e la sega 
in b, e se d,b' sono ì tangenziali di a, b, un’altra conica avrì colla ciilù- 
hira un contatto cinquipitnto in n' e la segherà in b'. 


(*> éiiHoiv, Or turvti of thè third ordcr ( l*htl«>Mf>IUcal Traa^KliotH oC Itif ftrtvat t 

Tol. ||g. pari 2 . LnnàlDR I8S9 » p. Mi). 
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SEZIOi^E II. 

TEORIA DELLE CURVE POLARI. 


■ImT. Xlll. Dellntslone e pr^prielA fondamentftll 
delle curve polari. 


68. Sia data mia linea piana C. dell’ ordine n , e sia o nn punto lissal» 

ad arbitrio nel suo piano. Se intorno ad o si fa girare una trasversale che in 
una posizione qualunque seghi in n punti a,a^...ai., il luogo de’ centri 
armonici, di grado r, del sistema a,a^...a„ rispetto al polo o |t1 | sarà una 
curva dell’ordine r, perchè essa ha r punti sopra ogni trasversale condotta 
per 0 . Tale corsa si dirà polare (» — r del punto o rispetto alla 

curva data (curro faudamenlate ) (*). 

Cosi il punto 0 dà origine ad n — 1 curve polari relative alla linea data. 
La prima polare è una curva d’ ordine n — I ; la seconda polare è dell’ ordine 
n — 2 ; ecc. L' uUima od ( u — I polare , cioè il luogo dei centri armo- 
nici di primo grado, è una retta (**). 

69. I teoremi altrove dimostrati (III), pei centri armonici di un sistema 

di n punti in linea retta, si traducono qui in altrettante proprietà delle curve 

polari relative alla citrva tlata. 

(a) Il teorema (12) può essere espresso cosi: se m è un punto 
della polare ( n — r )”“ di », viceversa o è un punto della 
polare (r)“'“ di m (***). 

Ossia : 

Il litogo di un polo, la etti polare (r)"° passi per itn 
dato pttnto o, è la polare (n— r)”"‘ di o. 

Per esempio : la prima polare di o è il luogo de’ poli le rette polari 

de’ quali passano per o; la seconda polare di o è il luogo de’ poli le cui 

coniche polari passano per qttesto punto; ecc. 

(b| Dal teorema (13) segue immediatamente che: 

Un polo qualsivoglia o ha la stessa polare (s)"" rispetto 
alla data liitea C„ e rispetto ad ogni curva polare d’or- 
vline più alto, dello stesso pttnto e, considerata come curva 
fondamentale. 

Dunque: la seconda polare di o rispetto a C. è la prima polare di o re- 
lativa alla prima polare del punto stesso presa rispetto a C„; la terza polare 


{*) C.AMMftNs, Tfieorie der Centraien tCiorltste di Ckllk. t. Brrti.0 1842. p. 282). 
<**) il troreniA relalitn ai clolri armonici di primn grado i di Cotm; redi UacLàCiaiN, /. e. 
I». 305. 

I***) RoaiLLiKR, TfiéDvmet tur Ut potairn tuectttirti (Aanalea de CcacoirirK , t 19, Kiamcf 
1839-29. p. 305 . 
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é la prima polare relativa alla seconda polare ed anche la seconda polare re> 
lativa alla prima polare ; ecc. 

(c) Il teorema (14) somministra il seguente: 

La polare (r')"'" di un punto o rispetto alla polare (r)"“* 
di un altro punto o (relativa a C») coincide colla polare 
(r)"'“ di 0 rispetto alla polare (r')'"'‘ di o (relativa a C») (*)• 
Questo teorema come apparirà in seguito, fecondo di molte conse- 

guenze. Ecco intanto una proprietà che emerge s|>onlauea dal confrontarlo col 
teorema (69, a). 

(d) Supponiaiiio che la polare (r')'"" di o' rispetto alla polare (r)”’'' di 
0 passi per un punto m, ossia che la polare (r)"'" di o rispetto alla polare (r')""' 

( \ roo 

(n — r’ ) — r l 

di m rispetto alla polare (r')"‘“ di o' passerà per o, ossia chela polare (r')"‘" 

( \ ma 

(n — r') — rj di m passa per o. Diin<iue : 

Se la polare {r')"'“ di o rispetto alla polare (r)"'“ di « 

passa per tn , la polare (r' di o' rispetto alla polare 
( n — r — r' di m passa per o. 

‘ 70. Tornando alla definizione (68), se il polo o à preso nella curva 

fondamentale, talché esso tenga luogo di uno degli n punti ... a, i , il centro 

armonico di primo grado si confonderà con o. .Ma se la trasversale é tangente 
alla curva in o, due de' punti 0 , 0 ^ . . . coincidono con o; onde, riuscendo 
indeterminalo il centro armonico di primo grado, può assumersi come tale un 
punto qualunque della trasversale (17). Questa é dunque, nel caso attuale, il 
luogo de’ centri armonici di primo grado; vale a dire: la retta polare di 
un punto della curva fondamentale «'' la tangente in 4|iie- 

s t 0 punto. 

Quando il polo non giaccia nella curva fondamentale, ma la trasversale 
le sia tangente, due de' punti aia^...a„ coincidono nel punto di contatto: 
epperò questo sarà (16) un centro armonico di grado n — 1 , ossia un punto 
della prima polare. Dunque: la prima polare di un punto <|ua- 
I II n ij u e sega la curva fondamentale ne’ punti uve (| u e s t a 
i) toccata dalle rette tangenti che passano pel polo. 

La prima polare é una curva dell’ ordine n — 1 , talché segherà in 
>t ( N — 1 ) punti. Donde s’ inferisce che da un punto qualunque si possono 
condurre n{ n — 1 ) tangenti alla curva fondamentale (**) , ossia : 

Una curva dell’ordine n é, in generale, della clas- 
se n ( n — t ). 

71. Se il polo o é preso nella curva fondamentale, qualunque sia la 
trasversale condotta per o, una delle intersezioni a,a^...a„ coincide con o 
medesimo ; onde ( 1 7 ) o sarà un centro armonico , di ciascun grado , del si- 
stema rispetto al polo e. .E ciò torna a dire che tutte le polari di 

0 dalla prima sino all' ( n — 1 )""' passano per questo punto. 


(*) PLOcKtn, L'eber fin neufs Conrdiiiatentystfm (Ginmalc di r.RELLi:,t. S,berlino I830,p. 3i). 

(**) PoscKtET , Solution .... suii'ie d' unr Ihtorie dtt polairtt rMproques tic. ( Aniiaits <l« 
CEBcoTi.tE, t. 8, Nismcs 1817-18, p. 214). 


Ma v' ha di più. Se la Irasvcrsale ^ lanf;enlc a C. in o, in questo sono 
riuniti due punti a, quindi anche (17) due centri armonici di grado qualim 
que; cioè la curva fon dame male è toccala in o da tutte le 
polari di questo punto. 

Dallo stessa teorema (17) segue ancora che la prima polare di un punto 
0 della curva rundamenlale è il luogo de' centri armonici di grado n — 3 , re- 
lativi al polo 0 , del sistema di n — 1 punti in cui Cn è incontrala da una 
trasversale variabile condotta per o. Gli n (n — I | — 2 punti in cui la prima 
polare di o sega ( oltre ad o , uve queste curve si toccano ) souo i punti 
di coiilallo delle rette che da o si possono condurre a toccare altrove la corra 
data. 

72. Supponiamo che la curva f„ abbia un punto d multiplo secondo il 
numero r. Ogni retta condotta per d sega ivi la curva in r punti coinciden- 
ti, epperù ( 17 ) d sarà uii punto (r)'''" per ciascuna polare del punto stesso. 

Ciascuna delle tangenti agli r rami di C,, incontra questa curva iti r -f- t 
punti coincidenti in d (31); onde considerando la tangente come una trasver- 
sale (68), in d coincidono r -t- 1 punti a, epperò anche r I centri armo- 
nici di <|ualunque grado, rispetto al polo d (17). Dunque le r tangenti di C„ 
nel suo punto multiplo d toccano ivi anche gli r rami di i|ualiin(|ue curva 
polare di d. 

Ne segue che le polari (« — 1 l'"" , (n — 2 )""',...(« — r -e- I del 
punto d sono indelerniinate , e la polare (n — r)""‘ del punto stesso è il sistema 
delle r tangenti diaiiai considerale (31). 

(Juesi’ ultima proprietà si rende evidente anche osservando che, risguar- 
data la tangente in d ad uu ramo di 0, come una trasversale condotta pel polo 
d (68), vi sono r -t- t punti a coincidenti insieme col polo, onde qualunque 
punto della trasversale potrà essere assunto come centro armonico di grado 
r (17). Cioè il fascia delle tangenti agli r rami di costituisce il luogo dei 
centri armonici di grado r , rispetto al polo d. 

73. Sia 0 un polo (lato ad arhiirio nel piana della curva Ci,, dotala di 
un punto d multiplo secondo r. Condotta la trasversale od, r punti a coinci- 
deranno in d- quindi (16) questo medesimo punto terrà luogo di r — s centri 
armonici del grado n — s (s<r); ossia; 

Un p u n lo ( r )>'" della curva fondamentale è multiplo se- 
condo r — s per la polare (s)"'° di qualsivoglia polo. 

(a) Applichiamo le cose premesse al caso che C„ sia il sistema di » 
rette concorrenti in uno stesso punto d. Questo, essendo un punto (n)'''" pel 
luogo fondamentale, sarà multipla secondo n— 1 per la prima polare di un 
punto qualunque o ; la quale sarà per conseguenza composta di n — 1 rette 
incrociantisi in d. 

Condotta pel polo o una trasversale qnaluuqne che seghi le n rette date 
ili a,Oj...a„, se sono i centri armonici di grado n— 1, le 

rette d(m,, m, ) costituiranno la prima polare di o (20). Questa 
prima polare non cambia (18), quando il polo o varii mantenendosi sopra una 
retta passante per d. 

Se fra le n rette date ve ne sono s coincidenti in una sola da, nel punto 
a saranno riuniti (16) s — 1 centri armonici di grado n — I , epperò s — 1 
rette dm coincideranno iti da, qualunque sia o. 
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(b) Come ca«o particolare, per n = 2 »i ha; 

Se la linea fondamentale è un pajo di rette d(a,, a^), la polare di 
un punto 0 ^ la retta coniugata armonica di do rispetto alle due date (*). E 
se (|uesle coincidono , con esse si confonde anche la polare , (pialunque sia il 

P®'“- 

74. Uitorniamo ad una curva (|ualunqne C,i dotata di un punto (r)'"’ d. 
.Assunto un polo arbitrario o, la prima polare di questo passerà r— I volte 
per d (73);e le r rette tangenti a C„ in d costituiranno l’(n — r)”“ pola- 
re del medesimo punto d ( 72 ). Analogamente le r — 1 tangenti in d alla 

(il — I) — (r — I)) polare di d rispetto 

alla prima polare di o, ossia, ciò che è lo stesso (69, c), la prima polare 
di 0 rispetto air('<'“i')"° polare di d. Domine (73, a): 

Se la curva fondamentale ha un punto ( r d, le tan- 
genti in d alla prima polare di un polo (|ualun<[ue o sono 
le r — 1 rette, il cui sistema è la prima polare di o ri- 
spetta al fascio delle r tangenti alla curva fondamentale 
in d. 

(a) Di qui s’inferisce, in virtù del teorema (73, a), che le prime po- 
lari di tutl’ i punti di una retta passante per d hanno in questo punto le stesse 
rette tangenti. 

(h) Inoltre, se * tangenti di C» nel punto multiplo d coincidono in una 
sola retta, in questa si riuniranno anche » — 1 tangenti della prima polare di 
0 (73, a); onde , in tal caso , d rappresenta r(r — I ) -t- s — I intersezioni di 
Cn colla medesima prima polare (32). Il numero delle intersezioni rimanenti 
ù n(n— 1) — r(r— I) — (j— I); perciò questo numero esprime quante tan- 
genti (70) si possono condurre dal punto o alla curva fondamentale ( supposto 
però che questa non abbia altri punti multipli). In altre parole: 

Se la curva fondamentale ha un punto multiplo secon- 
do r, con s tangenti sovrapposte, la classe della curva i 
diminuita di r ( r — 1 ) -t- s — 1 unità. 

(c) Queste proprietà generali, nel caso r = 2, s=l e nel caso r = 2, 
s = 2 , danno ( 73 , h ) ; 

Se la curva fondamentale ha un punto doppio d, la prima polare di un 
polo qualunque o passa per d ed ivi ì toccata dalla retta coniugala armonica 
di do rispetto alle due tangenti della curva fondamentale. 

Se la curva fondamentale ha una cuspide d, la prima |>olare di un polo 

qualunque passa per d ed ivi ha per tangente la stessa retta che tocca la 

tuirva data. 

[’er conseguenza, la prima polare di o sega (\ in altri n( t» — 1 ) — 2 

0 n ( n — t ) — 3 punti ( oltre d ) , secondo che d è un punto doppia or- 

dinario o una cuspide. Cioè la classe di una curva s’ abbassa di due unità 
per ogni punto doppio e di ire per ogni cuspide (**). 


(•) A oiimU relU si dS il nomi di polare del punii) o nspello all' nnsoln a,du,. 

(*•) PencKeR, .Solufion d’une queitmi fonilamfntale eontemant la lArone granate art eoar- 
bet (Cioniale di CavLca, l. 12, Berlino 1831, p. loz 
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( d ) Per r <|ualuni|ue ed > = I si ha ; 

Se C« ha r rami passanti per imo stesso punto con tangenti tutte distinte, 
la classe è diminuita di r ( r — I ) unità ; vale a dire , un punto ( r )'''“ con 
r tangenti distinte produce lo stesso cITetto, rispetto alla classe della curva, 
r( r — I ) 

come punti doppi ordinari. La qual cosa è di un’ evidenza intuiti- 


va ; pcrchi' , se r rami s’ incrociano in uno stesso punto , questo tien luogo 

degli — ^ punti doppi che nascono dall’ intersecarsi di quei rami a 

due a due. 


Ma se a rami hanno la tangente comune , combinando ciascun d’ essi col 
success isi si hanno s — I cuspidi , nieiitre ogni altra combinazione di due ra- 
mi darà un punto doppio ordinario. Ossia: un punto {rf'" con s tan- 
genti riunite produce, rispetto alla classe della curva, 


la stessa diminuzione che produrrebbero 


r(r^l) 
2 


-(»-!) 


punti doppi ordinari ed s— t cuspidi. 

7 ó. Da un |>oln o condotte due trasver.sali a segare la curva fondamen- 
tale C„ rispettivamente in a|a,...n„, se o, sono i centri ar- 

monici, di primo grado, di questi due sistemi di n punti rispetto ad o, la 
retta polare di o sarà a^. Donde segue che, se pei medesimi punti 0,0^. .. n„, 
bfi^...bn passa una seconda linea C'„ dell’ordine n, la retta sarà la 
polare di 0 anche rispetto a C'„. Imagioando ora che le due trasversali oa, 
ob siano infinitamente vicine, arriviamo al teorema: 1 

Se due linee dell’ordine n si toccano in n punti si- I 
t n a t i in una stessa retta, un punto qualunque di questa 1 
ha la medesima ietta polare rispetto ad entrambe le li- 
nee date (*). 

La seconda linea può essere il sistema delle tangenti a C» negli n pun- 
ti n,n.. . . , n„ ; dunque : 

Ln polo, che sia in linea retta con n punti di una 
curva dell’ordine n, ha la stessa retta polare rispetto 
alla curva c rispetto alle tangenti di questa negli n 
punti. 

Cib toma a dire che , se una trasversale tirata ad arbitrio pel polo 0 in- 
contra la curva in c,Cj...c« c le ti tangenti in si avrà (II): 


I I 

OC| oc., 


1 _ 1 

OC,i ol, 


0(5 



76 . Sian date n rette d|d,...d„ situate comunque nel piano, ed nn 
polo 0; sia P, la retta polare di 0 rispetto al sistema delle n— I rette 


(*) Salmok» a trtatite oh thè highet piane eurvn, (mltlin p. 
Maclai'Iii.ii, /. e. p. 201. 
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ÀfÀi... Àr_,Ar+\ • A, consideralo come luogo d’ordine ri— 1; c sia Or 
il punto in cui incontra Ar- In virtù del teorema (15), a, anche il 
centro armonico di primo grado, rispetto al polo o, del sistema di n punti 
ili cui le ti rette date sono tagliale dalla trasversale oa, ; dun<|ue : 

Date n rette ed un polo o, il punto, in cui una <|iia- 
liin(|iie delle rette date incontra la retta polare di o ri- 
spetto alle altre n — I rette, giace nella retta polare di 
o rispetto alle n rette (*). 

Da questo teorema , per n = 3 , si ricava ; 

Le rette polari di un piinln dato rispetto agli angoli di un trilatero 
incontrano i lati rispellivamenle opposti in tre punti situali in una stessa ret- 
ta , che è la polare del punto dato risjiello al trilatero risguardalo come lun- 
go di lerz’ ordine. 

E reriprocameiile ; se i lati 6c, ra, ab di un trilatero abc sono inron- 
Irali da una trasversale in a , b', c, e se a, , 6| , C| sono ordinatamente i con- 
iugali armonici di a, b', c' rispetto alle coppie he, ca,ab , le rette on, , ii, , rC| 
concorrono in uno stesso punto ( il polo della trasversale ). 

77. Le prime polari di due punti qualunque o,o (rispetto alla data 
curva r„ ) si segano in ( n — 1 )'^ punti , ciascun de’ quali , giacendo in en- 
trambe le prime pidari, avrù la sua retta polare passante si per o che per o 
(69 , a ). Dunque : 

Il n a retta qualunque b polare di ( n — 1 punti diver- 
si, i ijiiali sono le intersezioni delle prime polari di due 
punti arbitrari delia medesima. Ossia: 

Le prime polari di tiitt’ i punti di una retta formano 
un fascio di curve passanti per gli stessi (n — t punti (**). 

(a) In virtù di tale proprietà, tutte le prime polari passanti per un 
punto o hanno in comune altri (n — 1 )* — 1 punti, cioè formano un fascia, 
la base del quale consta degli ( n — I )’' poli della retta polare di o. Per 
due punti o, o' passa una sola prima polare ed è quella il cui polo è l’ in- , 
tersezione delle rette polari di o ed o. 

Dunque tre prime polari bastano per individuare tutte le altre. Infatti: 
date tre prime polari C‘, C, C", i cui poli non siano in linea retta, si do- 
manda quella che passa per due punti dati o, o'. Le curve C',C" determi- 
nano un fascio, ed un altro fascio è determinato dalle C, C". Le curve che 
appartengono rispettivamente a ipiesti due fasci e passano entrambe per o in- 
dividuano un terzo fascio. Quella curva del terzo fascio che passa per o è 
evidentemente la richiesta. 

(b) Se tre prime polari, i cui poli non siano in linea retta, passano 
per uno stesso punto, questo sarà comune a tutte le altre prime |>olari e sarà 
iloppio |)er la curva fondaiueulale (73); infatti la sua retta polare, potendo 
(lassare per qualunque punto del piano (69, a), riesce indeterminata (79). 


(*i CsvLST , .Sur tfwlquts lAmrtmes de la géetmélrie de potition t Ciornate di Cjikllb, t. 31 , 
llfrlifiA 1>M7 , |t. 274 

&OBILUVR . Dfa*fmitration$ de quelquet thèor^met tur le* tigne* eie. ( AdmI«i de Ckk- 
«.Otxt; » r 19, ?<iffliei» I927'2S, p- 97 ). 
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78. Suppongasi che la palare (r)”’" (li un punto o abbia un punto dop- 
pio 6, onde la prima polare di un punto arbitrario m rispetto alla polare 
Ir)"*" di 0 (considerala questa come curva fondamentale) passerà per o (73). 

A cagione del teorema (69, d), la prima polare di m rispetto alla (n — r — 1)'““ 

[Hilare di o' passerà per o. Inoltre , siccome I’ ( r 1 )"'" polare di o passa 

per o', cosi il punto o giace nell’ (n — r— 1 polare di o (69, a), 

hunqiie ( 77 , b) : 

Se la polare (r)"" di o ha un punto doppio o’, vi cere r- . 

sa I’ ( n — r — I l”" polare di o' ha un punto doppio in o (*). ' 

Per esempio; se la prima polare di o ha un punto doppio o', la conica 
polare di o sarà il sistema di due rette segantisi in o; e viceversa. I 

(a) .Se la data curva C„ ha una cuspide d, la conica polare di (|ueslo 
punto si risolve in due rette coincidenti nella retta che tocca C„ in d (72). 

Ciascun punto m di questa retta può risgiiardarsi come un punto doppio della 
conica polare di d', dunqite d sarà itn punto doppio delia prima polare di 
ni, ossia; 

Se la ctirva fondamentale ha una citspide, la prima 
potare di un punto qitaltin(|ue della tangente citspidale. 
passa due volte per la cuspide. i 

Oneste prime polari aventi un punto doppio in d formano un fascio ( 77, a); 
epperà fra esse ve ne sono due, per le quali d è una citspide (48). Una 
delle due prime polari cuspidate è quella che ha per polo lo stesso pun- 
to d ( 72 ). 

(b) L’(s)"'" polare di un punto m rispetto all’lr)'"" polare di un al- 
tro punto 0 abbia un punto doppio .o'; vale a dire (69, c), l’Ir)”*" polare 
di 0 rispetto all’ (*)""' |>olare di m passi due volte per o'. Applicando al- 

polare di m il teorema dimostralo per la curva (78), troviamo 

( \ «M* 

(n — s) — r — il polare di o' rispetto all’ (s)"“ polare di m ha 

un punto doppio in o. Dunque ; 

Se I’ (s)'"" polare di m rispetto all’ (r)”" polare di o 
ha un punto doppio o', viceversa I’ (s)""' polare di m ri- 
spetto all’ (n — r — s — l)""" polare di o' avrà un punto dop- 
pio in 0. 

79. L’(r)"“ polare di o abbia una cuspide o'; I’ (n — r — 1 1"'" polare 
di o' passerà due volle per o (78). Se poi si designa con m un punto ipia- 
lunqiie della retta che tocca nella cuspide o' l’(r)"'" polare di o, la prima 
|H)lare di m rispetto alla stessa (r|'"" polare di o avrà un punto doppio in 
o (78, a); epperò (78,b) la prima polare di m rispetto all’(n — r — 2)”'" 
polare di o avrà iin punto doppio in o. 

Da questa proprietà , fallo r = 1 , discende ; 

Se la prima palare di o ha una cuspide o', ciascun 
punto della tangente cuspidale ha per conica polare, rc- 


(*j STsism , AUgnntine Eigmschaftfn dfr oigrbraiteken furrcn (Ciornair ai Crvixc,!. tr, 
Rrrlino I8&3, p. 4 . 
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lati va monte alla cubica polare di o, un pajo di rette in* 
c r II c i a II I i s i in o. 

E evidente die ciavenna di >|iicsle rette determina P altra , vale a dire , 
tulle te analoghe paja di rette costituiscono un' involuzione ( di seconda gra- 
do)', onde nella tangente cuspidale vi saranno due punti, riascun de' quali 
avrà per conica polare ( rispetto alla cubica (lolarc di o ) un pajo di rette 
riunite in una sola retta passante per o. 

Il punto 0 è doppio per la conica polare | relativa alla cubica polare 
di o' ) di ciascun punto m della tangente cuspidale; viceversa adunque (78) 
m i un punto doppio della runica polare di o ( relativa alla cubica polare 
di 0 ). Ossia; la retta che tocca la prima polare di o nella cuspide o', con- 
siderata come il sistema di due rette coincidenti, è la conica polare di o 
rispetto alla cnbira polare di o'. 

Le rette doppie dell’ involuzione suaccennata incontrino la tangente cuspi- 
dale in 0 ,, 0 ,. Siccome o, è un punto doppio si per la conica palare (sem- 
pre rispetto alla cubica polare di o ) di o, che per la conica polare rappre- 
sentala dalla retta 00 | , cosi (78) la conica polare di o, avrà un punto dop- 
pio in o ed un altro sopra o, 0 j, vale a dire, sarà il sistema di due rette 
rniocidenli. iJiiiique le rette oo,, oo, cosliliiiscnno separatamente le coniche 
polari de' punti o, , o, ; ossia: 

Se la prima polare di o ha una cuspide o' , n e 1 1 a I a n- 
geule cu spi il ale esistono due punti 0 |, 0 j, i quali insie- 
me con 0 rormano un triangolo, tale che ciascun lato 
considerala come due rette coincidenti à la conica pola- 
re del vertice opposto, relativamente alla cubica palare 
del pun lo o'. 

80. Consideriamo ora una tangente stazionaria della data curva (\ ed il 
relativo punto di contatto o (lesso i. Preso un polo o nella langcutc staziona- 
ria e considerala questa come trasversale (ii8), tre punti a sono riuniti nel 
flesso (29),epperò questo lien lungo di due centri armonici del grado n — t 
e di un centro armonico del grado n — 2 (16). Vale a dire , la prima pola- 
re di 0 passa per i ed ivi tocca C, ; c per i passa anche la seconda po- 

lare di o. 

Come adunque per i passa la .seconda polare d’ ogni punto o della tan- 
gente stazionaria, cosi (69, a) la conica polare di • conterrà tnit’ i punti 
della tangente medesima. Uunipie la conica polare di un flesso si 
<1 eco m pone in due rette, una delle quali è la rispettiva 
tangente stazionaria. 

Se {' i il punto comune alle due rette che formano la conica polare del 
flesso I, la prima polare di t avrà (78) un punto doppio in f. Ossia: un 

flesso della citrva data è un punto doppio di una prima polare , il cui polo 

giace nella tangente stazionaria. 

.Se un punto p appartiene a C„ ed ha per conica polare il sistema di 
due rette, esso sarà o un punto doppio o un flesso della curva data. Infatti: 
o le due rette passano entrambe per p, e la retta polare di questo punto rie- 
sce indeterminata, cioè p è un punto doppio della curva. Ovvero, una sola 
delle due rette passa per p, ed è la làngentc alla curva in questo punto (71); 
lult’ i punti di questa retta appartengono alle polari (n— l)""" ed (n — 2)“" 
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ili p , dunque la prima e la seconda polare di ciascun di que’ punii passa per 
p , il che non può essere , se quella rolla non ha in p un camallo Iripiinlu 
rolla curva itala ( IG ). 

81. Siccome ad ogni piinlo preso nel piano della curva fondanieniale 
corrisponde una rolla polare, cosi domandiamo: se il polo percorre una dala 
curva d’ordine in, di (piai classe ò la curva inviluppala dalla rolla pola- 
re? ossia, qiianle rette polari passano per un arbitrario pillilo o, ciascuna 
avente un polo in fi,,? .Se la rolla polare passa per o, il polo è (69, a) 
nella prima polare di o, la quale sega C„ in m|n — I ) punii. Questi sono i 
soli punii di C, ,le rette polari de' quali passino per o; diiiiqiie: se il polo 
percorre una curva dell’ ordine m, la retta polare invi- 
luppa una curva della cla.sse m|n — I). 

( a ) l*er m = I si ha : se il polo percorre una cella H , la cella polare 
inviluppa una curva della classe n— I. 

(b) Se la curva rondaiiienlale ha un punto la prima polare di u 

passa r — I volle per d (73); quindi, se anche R passa per quest’ iillimo 
punto, la prima polare di o seghcrj R in altri ( n — l| — (r — I ) pumi ; cioi' 
la classe dell’ inviluppo richiesto sarà n — r. 

(c) Se inoltre s rami di C„ hanno in d la langcnlc comune, questa tocca 
ivi s— I rami della prima polare di o (74); onde, se II i' questa tangen- 
te, le rimanenti sue interseainni colla prima polare di o saranno in numero 
(n — I) — (r— I) — (s — 1); dunque la classe dell’ inviluppo à in questo caso 
n — (r -I- ( — 1 ). 

82. Come la teoria de’ centri armonici di un sistema di punii in linea 
reità serve di base alla teoria delle curve polari relative ad una curva fonda- 
ineiilale di dato ordine , cosi le proprietà degli assi armonici di un fascio di 
rene divergenli da un punto (19, 20) conducono a stabilire un’ analoga teoria 
di inviluppi polari relativi ad una curva fondanieniale di data classe. 

Dala una curva K della classe m ed una retta R nello slesso piano , da 
un punto qualunque p di R siano rondone le m tangenti a A" ; gli assi ar- 
monici, di grado r, del sisleina di queste m langenli rispello alla rena fissa 
R inviluppano, qnaiidn p muovasi in R, una linea della classe r. Cosi la 
retta R dà luogo ad m — 1 inviluppi polari, le cui classi Cominciano 
con m — le finiscono con 1. L’inviluppo polare di classe più alla tocca le 
rene langenli a A' ne’ punii coninni a questa linea e ad A; onde segue che A 
incniilra K in m(m — t) punii, cìoi' una curva della e lasse m è ge- 
nerai mente d e 1 1 ' 0 rd i n e m ( m — 1 ). Ma questo t diminuita di due 
unità per ogni tangente doppia e di tre unità per ugni tangente stazionaria di 
cui sia dotata la curva fondamentale; ecc. ccc. 

.tRT. XIV. Toorpml rplallvl al aiMemI eli curve*. 

83. Due serie di curve (34) si diranno prò j e Iti ve, quando, in 
virtù di una qualsiasi legge dala, a ciascuna curva della prima serie corrisponda 
una sola curva della seconda e reciprocamente. 

Una serie d’ indice Jf e d’ ordine m sia projeKiva ad una serie d’ indice 
AT e d’ordine n; di quale ordine i la linea luogo delle intersezioni di due 
curve corrispondenti? Ossia, in una retta trasversale arbitraria quanti punti 
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esistono, per ciascun de' quali passino due curve corrispondenti ? Sia a un punto 
qualunque della trasversale , pel quale passano il curve della prima serie ; le 
M corrispondenti curve della seconda serie incontreranno la trasversale in Un 
punti a. Se invece si assume ad arbitrio un punto a nella trasversale e si 
considerano le N curve della seconda serie che passano per esso, le N corri- 
spondenti curve della prima serie segano la trasversale in A'm punti a. Dunque 
a ciascun punto a (orrispondono Un pniiti à ed a ciascun punto a corrispon- 
dono iVm punti a. Cioè, se i punti a, à si riferiscono ad una stessa origine 
o (fissata ad aibilrio nella trasversale), fra i segmenti oa, oa avrà luogo 
un'’ equazione di grado Mn rispetto ad od e di grado A'm rispetto ad oa. Onde, 
se d coincide con a , si avrà un’ c(|iiazione del grado Un -t- A'm in oa , vale 
a dire, la trasversale contiene Mn -r Nm punti del luogo richiesto. Abbiamo 
così il teorema generale (*) ; 

Date due serie proiettive di curve, runa d’ indice!/ 
e d’ordine »?i , l’altra d’indice N c d’ordine « , il luogo 
de’ punti comuni a due curve corrispondenti è una linea 
dell’ordine Mn -i- A'm. 

(a) Per M = , (juesto teorema dà I’ ordine della curva luogo delle 

intersezioni delle lince corrispondenti in due fasci proiettivi (dO). E nel caso 
di m = n = 1 si ha : 

Se le tangenti di una curva della classe M corrispon- 
dono proiettivamente, ciascuna a ciascuna, alle tangenti 
d i u n ’ a 1 1 r a curva della classe A’ , il luogo del punto co- 
mune a due tangenti omologhe è una linea il e 1 1 ’ o r d i n e M-t-N. 

(b) Analogamente si dimostra quest’ altro teorema, che può anche con- 
cbiuder.si da quello ora enunciato , in virtù del principio di dualità : 

Se a ciascun punto di una data c u r v a d ’ o r d i u e 3/ c o r- 
risponde, in forza di una certa legge, un solo punto di 
un’altra curva «lata dell’ ordine N, e reciprocamente, se ad 
ogni punto di questa corrisponde un s o i punto di (j u c 1 1 a , 
la retta che unisce due punti omologhi in v i I u p p a una curva 
della classe 3/ -t- .V, 

84. Data una serie d’ indice j’V c d’ ordine « , cerchiamo di quale indice 
sia la serie delle polari (r)""' d’ un dato punto o rispetto alle cur^e della se- 
rie proposta. Quante polari siffatte passano per un punto qualunque , ex. gr. per 
io stesso punto dato o? Le sole polari passanti pel polo o sono quelle relative 
alle curve della data serie, che s’incrociano in o, e (jueste sono in numero 
A^. Dunque: 

Le polari ( r )""■ di un dato punto, rispetto alle curve 
d’ordine n d’iina serie d’indice A, formano una serie 
d’indice A e d’ordine n — r. La nuova serie è proiettiva 
a 1 1 a p r i m a. , 

(a) Per A=1 si ha: le polari ( r di nn dato punto rispetto alle curve 
di un fascio formano un nuovo fascio proiettivo al primo (**). 


(*■) JosQuii.nKs, Tftftirèmes généraux eie. p. 117. 

I**) Robillif.r, Recherehes sur let tois qui régissent (e$ tignes eie. ( \nnjlrs ile Cercusks , 
I. 18, Nism» 1837-28, p. 256). 


().') 


I b ) Se r == n — 1 , si otiiene il leorema : 

Le rene polari d’iiii punta dato rispetto alle curve 
d’ uua serie d’ indice N inviluppano una linea della clas- 
se N. 

(c) Ed in particolare, se IV=I:le rette polari d'un punto dato rispetto 
alle curve d’ un fascio concorrono in uno stesso punto e formano una stella 
projetliva al fascio dato. 

85. Data una serie d’indice IV e d’ordine n, ed un punto o, si consi- 
deri 1’ altra serie formata dalle prime polari di o relative alle curve della serie 
data 1 84 ). I punti in cui una delle curve d’ ordine n è segata dalla relativa 
prima polare sono anche (70) i punti ore la prima curva è toccala da rette 
uscenti da o. Siccome poi le due serie sono projettire , cosi applicando ad esse 
il teorema generale di Jo:vQciÈaEs ( 83 )., avremo : 

Se da un punto o si conducono le tangenti a tutte le 
curve d’ ordine n d’ una serie d' indice N, i punti di con- 
tatto giacciano in una linea dell’ ordine IV(3n — 1). 

Essendo il punto o situalo in IV curve della data serie, la curva luogo 
de’ contatti passerà N volle pel punto medesima ed ivi avrà per tangenti le 
rette che laccano le iV curve prcacccnnalc. Ogni retta condotta per o incon- 
trerà quel luogo in altri 2iV(n— I ) punti, dunque: 

Fra le curve d’ordine n d’iina serie d’indice iV ve 
nc sono 2A'(n — t) che toccano una retta qualsivoglia data. 

Se JV = I , sì ricade nel leorema (49). 

86. Data una serie d’ indice jV e d’ ordine n, di quale ordine à il luogo 
di un punto, pel quale una retta data sia la polare rispetto ad alcuna delle 
curve della serie ? Cerchiamo quanti siano in una retta qualunque , ex gr. nella 
stessa retta data , i punti dotati di quella proprietà. I soli punti giacenti nella 
propria retta polare sono quelli ove la retta medesima tocca curve della data 
serie. Onde, pel teorema precedente, avremo: 

II luogo dei poli di una retta data, rispetto alle curve 
d’ordine n d’iina serie d’indice iV, è una linea dell’or- 
dine 2iV ( rt — 1 ). 

Oliando è A' = 1 , in causa del leorema (84, c), un punto a apparterrà 
al luogo di cui si tratta, se le sue rette polari relative alle curve date coucor- 
rano in un plinto 6 della retta data. Ma, in tal caso, le prime polari di h 
passano per a (69, a); dunque (*): 

Dato un fascio d’ ordine n , le prime polari d’ uno stesso punto rispetto 
alle curve del fascio formano un nuovo fascio. Se il polo pcrcoiTc una retta 
fìssa, i punti-base del secondo fascio generano una linea dell’ ordine 2 ( n — I), 
che à anche il luogo dei polì della retta data rìspelto alle curve del fascio 
pro|M)sto. 

87. Quale à il luogo di uu punto che abbia la stessa retta polare rispetto 
ad una data curva C» d’ordine ii e ad alcuna delle curve C», d’una data se- 
rie d’indice .1/ F Per risolvere il problema, cerchiamo quanti punti del luogo 
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richieslo siano conicmili in una trasversale assunta ad arbitrio. .Sia a un punto 
qualunque della trasversale; A la retta polare di a rispetto a C„, Il luogo dei 
|Kdi della retta A risjietto alle curve C», ^ | 86 ) una linea dell'ordine 2.V ( tn — I ) , 
che segherà la trasversale in 2Jf ( m — 1 ) punti a. Ileciprocamentc : assunto 
ad arbitrio un punto a' nella trasversale, le rette polari di a' rispetto alle cune 
r„ formano (84, h) una curva della classe it , la quale ha Af(n — 1) tan- 
genti comuni colla curva di classe n — 1 inviluppo delle rette |Hilaii de* punti 
della trasversale relative a r» (81, a). Oneste .U(n— I) tangenti comuni 
sono polari, rispetto a Ci , d’altrettanti punti a della trasversale. Cosi ad ogni 
punto a corrispondono 2,tf ( m — I ) punti a ed a ciascun punto a corrispondono 
Jl/(n — 1 I punti a; dunque (83) vi saranno 2.W(m — I ) -•- .tf (n— I ) punti a, 
ciascuno de' quali coinciderà con uno de’ corrispondenti a. Per conseguenza: 
Il luogo di un punto avente la stessa retta polare, 
rispetto ad una data curva d’ordine n e ad alcuna delle 
curve d’iina serie d’indice M c d’ordine in, ^ una linea 
dell’ ordine i/(n-v-2m — 3). 

(aj Se la data curva Cn ha un punto doppio d (ordinario n stazionario), 
la retta polare di questo punto rispetto a Cn è indeterminata ( 72 ), onde può 
assumerti come tale la tangente a ciascuna delle M curve C« passanti per d. 
Dunque la curva d’ ordine ,M ( n 2ni — 3 ) , che indicheremo con K , passa 
SI volte per ciascuno de’ punti doppi ordinari n stazionari della curva 

(h) Sia d un punto stazionaria di C„ e si applichi alla tangente cuspidale 
T il ragionamento dianzi fatto per un’ arbitraria trasversale. Se si riflette che , 
nel caso attuale , l’ inviluppo delle rette pidari de' punti di T rispetto a è 
della classe n — 3 ( 8 1 , c ) , talché ad ogni punto a' corrisponderanno If ( n — 3 ) 
punti a, si vedrà che la retta T, prescindendo dal punto d, incontra la curva 
K in j/(n-t-2m— ò) punti, ossia il punto d equivale a 2Af intersezioni di 
K e T. Per conseguenza (32) in d sono riuniti 3U punti comuni alle linee K e C„. 

( c ) Di qui s’ inferisce che , se la data curva Cn ha 9 punti doppi e x cuspidi, 
essa sarà incontrala dalla linea K in altri Jtfjn( n-t- 2m — 3 ) — 2J — 3* | 
punti. Ma questi , in virtù della deflnizione della linea K , sono i punti ove C» 
è toccala da curve della data serie ; dunque : 

In una serie d’indice K e d’ordine m vi sono 
Jf I n(B -1- 2m — 3 ) — 2S — 3* i curve che toccano una data linea 
d’ ordine n, dotata dì S punti doppi e x cuspidi (*), 

( d ) Per SI — m — \ si ha ; 

Il numero delle rette tangenti che da un dato punto sì 
possono condurre ad una c u rvad’ ordine n, avente 9 punti 
doppi e X cuspidi, é n(n— t) — 29 — 3x: risultalo già ottenuto al- 
trove (74, c ). 

88. In un fascio d’ ardine ni quante sono le curve dolale di un punto 
doppio? Assunti ad arbitrio Ire punti 0 , o , o" (non situati in linea retta), le 
loro prime polari relative alle curve del dato fascia formano (84, a) Ire altri 


(•) Gisciorf, EìHìgf Sàtie Uber die Tangenten algebrttiicher Curven f Giornate CKCLLe>6nR* 
cràSot, I. ^6, Berlino , p. 172). — JongoiàuRf. Théorimet généroux w. p. 120. 
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fasci projeuivi <!’ ordine m — 1 , ne’ quali si considerino come curve corrispon- 
denti le polari di o, o', o” rispetto ad una stessa curva del fascio proposto. 
Se una delle curve date ha un punto doppio, in esso s’ intersecano le tre cor- 
rispondenti prime polari di o, o' , o" (73). Dunque i punti doppi delle curve 
del dato fascio sono que* punti dei piano , pei quali passano tre curve corri- 
spondenti de’ tre fasci projettivi di prime polari. 

Ora, il primo ed il secondo fascio, colle mutue intersezioni delle linee 
corrispondenti , generano ( 50 ) una curva d’ ordine 2 ( m — 1 ) ; ed un’ altra 
curva dello stesso ordine è generata dal primo e terzo fascio. Queste due curve 
passano entrambe per gli (m — 1)'^ punti-base del primo fascio dì polari; ep-' 
però esse si segheranno in altri 3(m — punti, i quali sono evidentemente 
i richiesti. Cìoò: 

I. e curve d’ ordine m di un fascio hanno 3(m — 1)^ 
punti doppi. 

(a) Le curve date si tocchino fra loro in un punto talchò una di esse, 
Cu,, abbia ivi un punto doppio (47). Il punto o sia preso nella tangente co- 
mune alle curve date, ed o" sia affatto arbitrario. Le prime polari di o re- 
lative alle curve del fascio proposto passano tutte per o, ivi toccando oo' (71); 
ed una di esse, quella che si riferisce a ha in o un punto doppio (72). 
Anche le polari dì o' passano tutte per o (70); ma fra le polari di o" una 
sola passa per o, quella cioè che corrisponde a (73). 

Le polari dì o e quelle di o generano una curva dell’ ordine 2(m— 1), 
per la quale o è un punto doppio ed oo una delle relative tangenti (52, a). 
£ le polari di e con quelle di o" generano un’ altra curva dello stesso ordi- 
ne, anch’ essa passante due volte per o (51, b). Dunque il punto o, doppio 
per entrambe le curve d’ordine 2(m — 1), equivale a quattro intersezioni. 
In 0 le polari di questo punto si toccano, epperò gli altri punti-base del fa- 
scio da esse formato sono in numero ( m — I )^ — 2. Oltre a questi punti e 
ad 0 , le due curve d’ ordine 2(m — 1 ) avranno 4(m — 1)^ — 4 — j(m — 1)^ — 2| 
= 3(m — I)^ — 2 intersezioni comuni. 

Dunque il punto o, ove si toccano le curve del dato fascio, conta per. 
due fra i punti doppi del fascio medesimo. 

( b ) Suppongasi ora che nel dato fascio si trovi una curva C,,, dotata di 
una cuspide o. Sia o' un punto preso nella tangente cuspidale, ed o" un altro 
punto qualsivoglia. Le prime polari di o rispetto alle curve date formano un* 
fascio , nel quale v' ha una curva ( la polare relativa a C,„ ) avente una cuspi- 
de in 0 colla tangente oo' (72). Alla quale curva corrispondono, nel fascio 
delle polari di o', una curva passante due volte |>er o (78, a), e nel fascio 
delle polari di o", una curva passante per o ed ivi toccante oo' ( 74 , c). Perciò 
il primo ed il secondo fascio generano una curva d’ordine 2(m — 1), per 
la quale o è un punto .doppio (5l,f); mentre il primo ed il terzo fascio 
danno nascimento ad una curva di quello stesso ordine, passante semplicemen- 
te per 0 ed ivi toccante la retta oo (5I,g). Queste due curve hanno adun- 
que due punti comuni riuniti in o; talché, astraendo dagli (m — 1 )‘‘‘ punti- 
base del primo fascio, le rimanenti intersezioni saranno 3(m — 1)'* — 2. 

Ossìa : se in un fascio v’ ha una curva dolala di una cuspide , questa 
conta per due fra i punti doppi del fascio. 

(c) Da ultimo supponiamo che tutte le curve del fascio proposto passino 


DIgitized by Googls 


68 


per o, cufìpìde di C„. Sia ancora o' un piinin della tan^enlc cuspidale di 
Tu, e si prenda o" nella rena che tocca in o liillc le altre cune del fascio. 
Le polari di o passano per questo plinto, toccando ivi oo" ed una fra esse, 
quella relativa a ha una cuspide in o colla tangente oo' (71 , 72) Le 
polari di o" passano aneli’ esse per o (70); ma una sola, quella che si riferi- 
sce a Cm, tocca ivi oo' (74,c). E fra le polari di o', soltanto quella che # 
relativa a 0» passa per o,ed invero vi passa due volte (78, a). Donde segue 
che le polari di o ed o" generano una curva d’ordine 2(m— I), per la 
quale o f un punto doppio colle tangenti oo', oo" ( .i2 , a ) ; c le polari di o 
ed o' generano un’altra curva dello stesso ordine, cuspidata in o colla tan- 
gente oo' (fil,c). Pertanto le due curve rosi ottenute hanno in o un punto 
doppio ed una tangente ( oo' ) connine , ossia hanno in o cinque intersezioni 
riunite (32). Messi da parte il punto o, nel quale tutte le polari del primo 
fascio si toccano, c gli altri (m — 1)^ — 2 piinli-hase del fascio medesimo, 
il numero delle rimanenti intersezioni delle due curve d’ ordine 2 ( m — 1 ) 
sarà .3 ( m - 1 l’' - 3. 

Dunque il punto o comune a unte le curve del fascio proposto, una 
delle quali è ivi cuspidata, conta per tre fra i punti doppi del fascio me- 
desimo. 

(d) Applicando il teorema generale (dimostralo al principio del presente 
n.“ ) al fascio delle prime polari de’ punti di una data retta (77), rispetto 
ad una curva d’ ordine n , si ha : 

In una retta qualunque vi sono 3(n — 2)'^ punti, ciascun 
de’ i|iiali ha per prima polare, rispetto ad una data li- 
nea dell’ordine n , una curva dolala di un punta doppio. 

0 ili altre jvarole, avuto anche riguardo al teorema (78): 

Il luogo dei poli delle prime polari dotate di punto 
doppio, rispetto ad una data linea d’ordine n, ossia il 
luogo dc’piinti d’ in c ro eia me n to di quelle coppie di rette 
che costituiscono coniche polari, è una curva dell'or- 
dine 3 ( n — 2 )*. 

Questo luogo si chiamerà curro Sleineriana (*) della curva fondamen- 
tale r„. 

( e ) Se la curva fondamentale ha una cuspide il , ogni punto della tangen- 
te cuspidale i polo di una prima polare avente un punto doppio in d ( 78, a), 
l’erciò la tangente medesima farà parte della Steineriana. 

89. Le rette polari di un punto fisso rispetto alle curve d’ un fascio 
passano tutte per un altro punto fisso (84,c). Se si considera nel fascio una 
curva dotata di un punto doppio d, la retta jiolare di d rispetto a questa 
curva è indeterminata (72); talchà le rette polari di d, relativamente a tutte 
le altre curve del fascio, si confonderanno in una retta unica. Vale a dire: 

1 punti doppi delle curve d’un fascio goilono della 
proprietà che ciascun d’ essi ha la stessa retta polare 
rispetto a tutte le curve del fascio. 


romr dri grande gromrlra airmaono dir f>riin<», a qiianto io «o, U frrr (i«a<ksrrre. 
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l)i qui s’ inferisce che ( 86 ) : 

Il luogo dei poli di una rena rispeKo alle curve di 
un fascio d’ordine m <> una linea dell’ ordine 2 ( m — I ) 
passante pei 3(m — 1)^ punii doppi del fascio. 

E il luogo di un punto avente la stessa retta polare , ris|ietto ad una 
data curva C„ e alle curve Cm d’ un fascio, i (87) una curva dell’ ordine 
H ■+■ 2m — 3 passante pei 3 ( m — 1 j'* punti doppi del fascio. Pertanto questi 
punti e quelli ove t’„ è toccata da alcuna delle Cu, giacciono lutti insieme 
nell’ anzidetia curva d’ordine n -i- 2m — 3. In particolare; 

Una retta data è toccala da 2(m — 1) curve d’ un dato 
fascio d’ordine m. I 2(m— I) punti di contatto, insieme 
coi 3 (m — I )^ punti doppi del fascio, giacciano in una cur- 
va dell’ordine 2(m — 1), luogo dei poli della retta data 
rispetto alle curve del fascio. 

90. Dati due fasci di cune, i cui ordini siano m ed m, , vogliamo in- 
dagare di qual ordine sia il luogo di un punto nel quale una curva del primo 
fascio, tocchi una curva del secondo. Avanti tutto, è evidente che il luogo ri- 
chiesto passa per gli piinii-hasc dei due fasci; pcrchil, se a f un 

punto-hase del primo fascia, per esso passa una curva del seconda, alla qua- 
le condotta la tangente in a, vi è una certa curva del primo fascio, che 
tocca questa retta nel punto medesimo ( 46 ). Osservisi poi che una curva del 
primo fascio è toccala dalle curve del secondo in m ( m-i-2m| — 3 ) punti (87 ); 
laonde quella curva del primo fascio , oltre agli m- punti-base , contiene 
m ( m-t-2ni| — 3 ) punti del luogo richiesto, cioè in tulio m ( 2m -t- 2m, — 3 ) 
punti. Dunque il luogo di cui si tratta è dell’ ordine 2 (m-f-mi ) — 3 ; es- 
so passa non solo pei punii-hase dei due fasci , ma anche pei loro 
3 ( m— 1 )^-t-3 (»«i — I )’* punti doppi (88), perchè ciascuno di questi equi- 
vale a (tue intersezioni di una curva dell’ un fascio con ima dell’altro, \hhia- 
nio cosi il teorema : 

Dati due fasci ili curve, le une d’ordine m, le altre 

d ’ ardine m, , i punti di c o n I a 1 1 o delle une colle altre so- 
no in una linea dell’ ordine 2 ( m -l-ni, ) — 3, che passa pei 
p II n t i - Il a s e e pei punti doppi dei due fasci. 

( a ) Suppongasi che le curve dei due fasci siano prime polari relative ad 
una data curva fondamentale C„ d’ordine ii, epperò pongasi tn = m,=:n— I. 

I punti-base de’ due fasci sono i poli di due rette (77), talché giacciono 
lutti insieme nella prima polare del punto comune a queste rette medesi- 
me (69, a): vale a dire, i due fasci hanno, in questo caso, una curva co- 
mune. Tale curva comune fa evidentemente parte del luogo dianzi determinato, 
onde , astraendo da essa , rimane una curva dell’ordine 4(ii— I) — 3 — (ii— 1) 
= 3(n — 2), passante pei punti doppi de’ fasci dati, qual luogo de’ punti di 
contatto fra le curve dell’ uno e le curve dell’ altro fascia. Questa curva del- 
l’ ordine 3(ii — 2) non cambia, se altri fasci di prime pulari sostituiscansi 
ai due dati; infatti, siccome tutte le prime polari passanti per un dato punto 
hanno altri (n — I )^ — 1 punti comuni e formano un fascio (77, a), cosi, 

se due prime polari si loceann in quel punto, anche tutte le altre hanno ivi 

la stessa tangente. 

Di qui s" inferisce che la curva Itiogo de’ punti di contatto fra due prime 
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polari rnniirnc i pitali doppi di tulli i faici di primr polari ^ c per conseguen- 
za, avuto riguardo al teorema (78), è anche il luogo dei poli di quelle co- 
niche polari che si risolvono in due rette. Gioii; 

Il luogo di un punto nel quale si tocchino due (ep- 
però influite) prime polari relative ad una data curva 
d’ordine n, ^ una linea dell’ordine 3(n — 2), la quale 
può anche definirsi come luogo dei punti doppi delle pri- 
me polari, e come luogo di un polo la cui conica polare 
sia una coppia di rette. 

A questa linea si dì il nome di Htmana della data curva fondamentale, 
perche essa offre l’ interpretazione geometrica di quel covariante che Svcvcstcs 
chiamò Bessiano ( dal nome del sig. IIessc ) , cim> del determinante formato 
colle derivate seconde parziali di una data forma omogenea a tre variabili (*). 

(h) I punti in cui si segano le prime polari di due punti o, o' sono i 
poli della retta oo' (77); talchò, se le due prime polari si torcano, la ret- 
ta oo' ha due poli riuniti nel punto di contatto. Se adunque conveniamo di 
chiamar congiunti gli (n — I )^ poli di una medesima retta, potrenio dire: 
L’Hcssiana i il luogo di un polo che coincida con 
uno de’ suoi poli congiunti. 

(c) Chiamate indicatrici di un punto le due rette tangenti che da esso 
ponilo condursi alla sua conica polare, si ottiene quest' altro enunciato: 

La curva fondamentale e l’Ilessiana costituiscono in- 
sieme il luogo di un punto, le due indicatrici del quale 
si confondano in una retta unica. 

91. Dati Ire fasci dì curve, i cui ordini siano m, , m.^, ni-, in quanti punti 
queste si toccano a Ire a tre? I punti in cui si toccano a due a due le cur- 
ve de' primi due fasci sono (80) in una linea dell'ordine 3 ( m, -4- ) — 3 ; 
ed analogamente il lungo de’ punti di contatto fra le curve dei primo e le 
curve del terzo fascio è un’altra linea dell’ordine 2 (mi -i-m- ) — 3. Le due 
linee hanno in comune i punti-base ed i punti doppi del primo fascio, cioò 
>n*,H-3 (m,— I )- punti estranei alla questione, lalchò e>se si segheranno in 

altri ^2( mi irij ) — 3^ ^2 ( tU| -4- m- ) ~ 3^ — -4- 3 ( tu, — 1 )*^ 

= ì (m.jm, -4- m,m, -l- lUim,) — 6 ( m, -4- nij -4- m- — 1 | punti. E questi sono 
evidenlenienic i richiesti. 

( a ) l’osto ni;; = I , sì ha : 

Le tangenti comuni ne’ punti ove si toccano le curve 
di due fasci, i cui ordini siano m,, m^, inviluppano una 
lìnea della c I a s s e dmiOi, — 2(m, -4- nij). 

|l>) Se le curve de’ due fasci sono prime polari relative ad una data li- 
nea G, d’ ordine n , onde m| = m, = n — 1 , i due fasci hanno una curva 
comune (90, a) la quale è dell’ordine n — 1, epperò (70) della clas- 


(*) Stulster, ftn a theorif of thè Myzyqttic rtltUinìti of tteo rationai inUgral function* 
I FlùloMpliical Tr«iiS3<Ui>ns, «ol. 143, pari 3, LofliJoa 1833, p. 315.. 
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se (fi — l)(n — 2). É evidenle che questa curva fa parte dell’ inviluppo 
tlianzi accennato ; talché (pieslo conterrà inoltre una curva della classe 
3(n — •)(!• — 2), cioè ; 

Le tangenti comuni ne' punti di contatto fra le pri- 
me polari relative ad una data curva d’ordine n invi- 
luppano una linea della classe 3(n— 1)(n — 2) (*). 


Amr. XV. Brìi Keonartrlclir. 


92. Il completo sistema delle lince d’ordine m soggette ad 


m ( m -t- 3 ) 
2 


— 2 


condizioni comuni chiamasi rete geometrica d’ ordine m, quando per 
due punti presi ad arbitrio passa una sola linea del sistema , vale a dire , 
quando le linee del sistema passanti per uno stesso punto arbitraria formano un 
fascio (**). 

l’er esempio , le prime polari relative ad una data curva d’ ordine n for- 
mano una rete geometrica d’ordine n — I (77, a); anzi, molte proprietà di 
quelle si possano applicare, colle identiche dimostrazioni, ad una rete qual- 
sivoglia. 

Due fasci d’ ordine m i quali abbiano una curva comune , ovvero tre curve 
d’ ordine m le quali non passino per gli stessi punti , determinano una rete 
geometrica d’ordine m (77, a). 

Il luogo di un punto nel quale si tocchino due (eppervi infinite) curve 
d’ una data rete d’ ordine m, è una linea dell’ ordine 3 ( m — 1 ). Questa linea , 
che pub chiamarsi I' [Itssiana della rete , è anche il luogo de’ punti doppi delle 
curve della rete (90, a). 

Le tangenti comuni ne' punti di contatto fra le curve della rete invilup- 
pano una linea della classe 3m ( m — I ) (9( , b). 

(a) Supponiamo che tutte le curve di una data rete abbiano un punto co- 
mune a. Condotta una rena A per a, sia a! il punto di A iofìnilamenie vicino 
ad a ; infinite curve della rete passeranno per a' ( cioè toccheranno la retta A 
in a), formando mi fascio. E condotta per a una seconda retta .4,, nella quale 
sia a, il punto successivo ad a, vi sari una (ed una sola) curva della rete che 
passi per a' e per a,, cioè che abbia un punto doppio in a. Dunque; allorché 
tutte le curve di una rete hanno un punto comune , una di esse ha ivi un punto 
doppio, e quelle che nel punto medesimo toccano una stessa retta formano un 
fascio. 

(b) Suppongasi in seconda luogo che tutte le curve di una data rete ab- 
biano un punto comune a ed ivi tacchino una stessa retta T. Condotta una retta 
A ad arbitrio per a , vi saranno infìnite curve della rete passanti pel punto 
di A successivo ad a, e tali curve formeranno un fascia. Ciascuna di esse è 


(*) STKiJin, /. e. p. 4*6. 

^**) MPmos, /. t. p. 266. STKnKft , L f. p. i. 
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incoitirala s) da T che da A in d(i>; punii liimili in n, cini' per esse ifiieslii 
pillilo ^ doppia ; lalchi' quel fascio non cambia col minarsi della retia A iniorno 
ad a. Fra le curve del fascio, due sono cuspidale in a (fS), ed una di qiie- 
slc ha per langenle cuspidale la rena T. Ed invero quest’ iillima curva è in- 
dividuala dal dover inconirarc T in Ire punii cd A in due punii, limi coinri- 
denli in a. 

93. Dale Ire curve C, C’, C" , gli ordini delle quali siano rispellivainenle 
m , m' , ni", proponiamoci di delerminare il liinj;a di un punto le cui relle po- 
lari, rispello a quelle curve, concorrano in uno stesso punto; ossia, con ol- 
ire parole (69, a), il luogo di un piinlo nel quale si seghino le prime jiolari 
di uno stesso punto relative alle curve dale. A tal uopo procederemo cosi : per 
un punto 0 fissato ad arbitrio si conduca una retta £ e si delerminino i punii 
dolali della proprielii che in ciascun d’ essi concorrano le prime polari di uno 
stesso punto di £; indi, falla girare questa rena iniorno ad o, si olterraiino 
liitt’ i punii del luogo richiesto. 

Le prime polari de’ punii di L rispello alle curve C, C formano due 
fasci pi ojettivi (77), onde le curve corrispondenii , cioè le polari di uno stesso 
punto di £, si segheranno ne’ pumi di una curva A" dell’ordine m -t- m' — t! 
passante pei punii delle basi de’ due fasci. E qui .si noli che la base del primo 
fascio è formala dagli (m — I )* punii ne’ quali la prima polare di o rispello 
a C sega la prima polare di un altro punto qualunque di l rispello alla curva 
medesima. Cosi abbiamo ollenulo la curva A" , luogo di un punto pel quale 
passino le prime polari , relalivc a r e (7‘, di uno stesso punto di L, 

Ogni rolla L condona pel punto fìsso o individua una curva A . Di tali 
curve K' ne passa una sola per un punto qualunque p. Infatti, se per p de- 
vono passare le prime polari relalivc a C e C' , il polo sarà I’ iniersezione p' 
delle rette polari di p (69, a); il punto p' determina una retta L passarne 

|)er 0 , e questa individua la curva A" piss,inle per p. Dunque, variando £ 

intorno ad o, la curva A' genera un fascio (di). 

Ora, se alla rileva C si snslilnisce C”, la retta £ darà luogo aualoga- 
menle ad una curva A" d’ordine m -h m" — 2, la (piale passerà per gli 
stessi ( m — 1 )'^ punii-basc del primo fascio , che ba servilo [>cr generare an- 
che A'. Variando £ iniorno ad o, le corrispondenli curve A" formano un fa- 
scio. I due fasci formali dalle curve A", A" sono projeltivi fra loro , perchè 

ciascun d' essi è prnjellivo al fascio di rette £ passami per o. Laonde quei 

due fasci, l’uno dell’ ordine m -r- m' — 2, l’altro dell’ordine m -a- m" — 2, 
genereranno una curva dell’ordine 2m-)-m'-r-m'' — d (50). Siccome però due 
curve corrispondenli A , A"' hanno sempre in connine (m — t )^ punii situali 
in una curva fissa dell’ordine m — I (la prima polare del punto o rispel- 
lo a C) , così gli altri ( m -t- m' — 2 ) ( m -i- m" — 2 ) — ( m — l )- 
= m'rn" -r- m 'm -r- tnm' — 2( m -t-m' -y m" ) -i- 3 punii comuni alle omologhe 
curve A, A" genereranno una curva dell’ordine 2in -r-rn' m" — d — | m — 1) 
= m -I- m' -I- m" — 3 (50, a). E questo A cvidenlemeiile il luogo richiesto. 

Questa curva si chiamerà la Jacobiana delle Ire curve date (*). 


SVLVEftTEA» L f- p. 5IC. 
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S< le Ire curve ilale |ia»«ani> |>cr uno !<tessa piinlo a, le rette polari di 
questo passano per esso medesimo ; dunque , se le curve C,C,C" hanno pun- 
ii comuni a Inlle c tre, questi sono anche punti della loro Jacobiana. 

Se una delle curve date, per esempio C”, ha un punto doppio d, la 

retta polare di questo punto rispetto a C $ indeterminata (7'2), onde può 
risguardarsi come tale la retta che unisce d all' intersezione delle rette po- 
lari di questo punto relative alle altre due curve C, C. Dunque la Jacobiana 
passa pei punti doppi delle curve date. 

94. Suppongasi m" =r m, cioè due delle curve date siano dello stesso 

ordine. In tal caso la Jacobiana non si cambia , se a ipielle due curve se oc 

sostituiscano due altre qualunque del fascio da esse determinalo. Il che è 
evidente , perchè la Jacobiana è il luogo di un punto pel quale passino le tre 
prime polari d’uno stesso polo^ e d'altronde le prime polari d’uno stesso 
jralo rispetto a tutte le curve d’ un fascio formano un nuovo fascia (84, a|, 
cioè passano per gli stessi punti. 

Nel caso attuale, la Jacobiana ammette una seconda definizione. Se p è 
un punto di essa, le rette polari di p rispetta alle tre curve date concorrono 
in uno stesso punto p'. Ma p' è il punto pel quale passano le rette polari di 
p rispetto a tutu le curve del fascio (CC) ( 84, c); cioè la retta polare 
di p rispetto a C sari anche retta polare dello stesso punto relativamente ad 
una curva del fascio anzidetto. Onde può dirsi che la Jacobiana delle curve 
date è il luogo di un punto avente la stessa retta polare rispetto a C e ad 
alcuna delle curve del fascio {CC ); il qual luogo abbiamo già investigato 
altrove (87). 

95. Supponiamo m — m'~ m", cioè le curve date siano tutte e tre dello 
stesso ordine m. Siccome a due qualunqire di esse se ne ponno sostituire (94) 
due altre del fascio da quelle due determinalo, rosi alle tre date se ue po- 
tranno sostituire tre qualunque della rete ( 93 ) individuata dalle curve date 
( purché non appartengano ad uno stesso fascio ) , senza che la Jacobiana sia 
punto alterala. Oqde, data una rete di curve d’ordine m, il luo- 
go di nn polo, le cui rette polari rispetto alle curve del- 
la rete concorrano in uno stesso punto, è una linea d’or- 
dine 3(m — 1), passante pei punti doppi delle curve me- 
desime (93). Perciò, nel caso di cui si tratta, la Jacobiana coincide col- 
I’ Hessiana della rete (93-). Abbiamo cosi uu’ altra definizione dell’ Hessiana 
di una data rete geometrica. 

Vogliamo ora esaminare più davvicino il caso nel quale le curve della 
rete si seghino tulle in uno stesso punto dato, ed anche quello in cui le cur- 
ve medesime si tocchino nel punto comune. Nel primo caso passiamo supporre 
che una delle tre curve individuanti la rete sia quella per la quale il punto 
dato è un punto doppio; e nel secondo caso potremo assumere quella curva 
che nel punto dato ha una cuspide ed ivi tocca la tangente comune a tutte 
le curve della rete (93, a, b). 

96. Siano date adunque Ire curve C, C, C dello stesso ordine m, 
aventi un punto comune, il quale sia doppio per una di esse, C" ; in quel 
punto si collochi il polo o, del quale abbiamo fatto uso (93) nella ricerca 
generale della Jacobiana. 

( a ) Le prime polari del punto o rispetto alle curve C, C passano per 

IO 
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0 , onde per quello piinin passerà anche la curva K\ (|iialunqiie sìa la rena 
L a cui corrisponde ( 93 ). 

La curva A” corrispondeule ad una data retta L rimane la stessa , se 
alle curve C , C sostiliiiscousi due curve qualunipie del fascio deiet'mìnato da 
quelle. Sostituendo a C la curva C° tangente in o alla retta i, le prime po- 
lari di tutt’ ì punti di L relative a C° passeranno per o (70), l’er o passa 
anche la prima polare di o relativa a C ; quindi la tangente in o alla cur- 
va A' sarà la retta che ivi tocca la prima polare di o rispetto a C ( 3 1 , a ), 
ossia la retta L. Dunque: quando le curve C,C sono dello stesso ordine e 
passano per o, anche la curva A* passa per o ed ivi tocca quella retta L a 
cui essa corrisponde. 

(b) Essendo o un punto doppio per la citrva C", le prime polari, rela- 
tive ad essa , di luti’ ì punti della retta L passano per o ed ivi toccano una 
medesima retta L, la coniugata armonica di L rispetto alle due tangenti dì 
C" nel punto doppio (7d,c). 

La curva K' ( 93 ) <1 generata da due fasci projetlivi , I' uno delle prime 
polari de’ pumi di L rispetto a C, I’ altro delle prime polari de’ medesimi 
punti rispetto a C. Le curve del primo fascio hanno in o una sle.ssa tangen- 
te L'. E alla curva del secondo fascio che passa per o, cioi^ alla prima po- 
lare di 0 rispetto a C, corrisponde la prima polare di o relativa a ossia 
quella curva del primo fascio per la quale o i un punto doppio. Per conse- 
guenza, qualunque sia la retta L, la curva A” generata dai due fasci ha 
ili 0 un punto doppio (5t,b). Inoltre, quando L sia una delle tangenti di 
C" nel punto doppio (5l,d), ovvero quando f. sia tangente in o alla curva 
C, nel qual caso anche le curve del secondo fascio passano per o (ò3,a), 
in entrambi questi casi , dico , la retta L H una delle tangenti a K" nel pun- 
to doppio 0 . 

Dunque: se C e C' hanno un punto comune o che sia doppio per C, 
la curva K" relativa ad una data retta L (passante per o) ha un punto dop- 
pio in 0 ; ed Là una delle due relative tangenti , ogniqualvolta es.sa sia tan- 
gente in 0 ad una delle due curve date. 

( c ) Cosi abbiamo veduto che , nel caso preso in considerazione , il punto 
0 appartiene a tutte le curve A' relative alle rette L condotte per esso (a) 
ed è doppio per tutte le curve A" corrispondenti alle rette medesime (b). 
Dunque ( 53 ) o sarà un punto triplo per la complessiva curva d’ ordine 
4(m — 1) generata dai due fasci projetlivi delle A' e delle A" (93). Ma 
di questa curva complessiva fa parte la prima polare dì o relativa a C, la 
quale prima polare passa una volta per o; dunque questo punto è doppio per 
la curva rimanente d’ordine 3(m— 1), cioè per la .lacobiana. 

Le rette L sono tangenti (a) alle relative curve A'; dunque (53) le 
tangenti alla curva risultante d’ordine 4(m— 1) nel punto triplo o saranno 
quelle rette L che toccano anche le relative curve A”. Ma L tocca la cor- 
rispondente A" (b) quando è tangente a C o a C"; eppcrb le tre tangenti 
nel punto triplo sono la tangente a C e le due tangenti dì C". Dì queste tre 
rette, la prima è tangente (71) alla prima polare di o relativa a C; dunque 
le altre due sono le tangenti della Jacohiana nel punto doppio o. 

Cosi possiamo concludere che: 

(d) Data una rete di curve passanti per uno stesso 
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punto 0 , la curfa Hessiana della rete passa due volle per 
0 ed ivi ha le due tangenti comuni con quella curva del- 
la rete, per la quale o è un punto doppio. 

97. Passiamo ad esaminare il caso in cui il punto o, comune alle Ire 
curve C, C, C, sia una cuspide per I’ ultima di esse, e la laugenle cuspi- 
dale T tocchi in o anche t' e C. 

(a) Le curve C, C avendo in o la stessa tangente , all' una di esse putì 
sostituirsi quella curva del fascio (CC) che ha un punto doppio in o (47); 
onde questo punto sar^i doppio per A’ì qualunque sia L (96,h). Ed inaine, 
quando L coincida con T, questa retta sarà una delle tangenti nel punto dop- 
pio per la corrispondente curva K'. 

( b| Essendo o una cuspide per C", le prime polari, relative a questa curva, 
di luti’ i punti di I, passano per o ed ivi toccano 7* (74,c); e fra esse ve 
n’ha una, la prima polare di o, per la quale questo punto è una cuspide e T 
è la relativa tangente cuspidale. Inoltre, la prima polare di o rispetto a C passa 
anch’ essa per o ed ivi tocca la medesima retta T. Dunque (Al, e), qualun- 
que sia L , la curva K' ha una cuspide in o , e la tangente cuspidale è T. 

Ma se L coincide con T, le prime polari de’ punti di £ relative a C" 

hanno un punto doppio in o (7 8, a), mentre le prime polari de’ medesimi 
punti rispetto a C passano semplicemente per o (70); ond’ è che quella cur- 
va K ', che corrisponde ad £ coincidente con T, ha un punto triplo io o (A2). 

(c) Cosi i reso manifesto che le curve K' hanno in o un punto doppio, 

mentre le curve K" hanno ivi una cuspide, e T à la comune tangente cuspi- 
dale. Ne* consegue (A2) che o à un punto quadruplo per la complessiva cur- 
va d’ordine 4(m— 1) generata dai due fasci projellivi delle A”, A'", e che 
due de’ quattro rami passanti per o sono ivi toccali dalla retta T. Gli altri 
due rami sono toccali in o dalle tangenti della curva A' corrispondente a quel- 
la curva K" che ha in o un punto triplo ( 52 , a ). La curva K", per la q!ia- 

le 0 à un punto triplo, corrisponde ad £ coincidente con T (h), epperò 

corrisponde appunto a quella curva K' che ha un ramo toccalo in o dalla 
retta T (a). Dunque tre delle quattro tangenti nel punto quadruplo o della 
curva complessiva d’ordine 4(m — I) sono sovrapposte in T. 

La curva d’ordine 4(m — l)à composta della Jacohiana delle Ire curve 
date c della prima polare di o rispetto a C. Questa prima polare passa una 
volta per o ed ivi ha per tangente 7*; dunque la Jacohiana passa tre volte 
per 0 e due de’ suoi rami sono ivi toccati dalla retta T. Ossia: 

(d) Data una rete di curve aventi un punto comune n 
ed ivi la stessa tangente T, la curva Hessiana della re- 
te ha Ire rami passanti per o, due de’ quali sono ivi tan- 
genti alla retta T, 

98. Supposte date di nuovo tre curve C, C, C", i cui ordini siano ri- 
spettivamente m, m', m", cerchiamo di quale ordine .sia il luogo di un punto 
nel quale concorrano le rette polari di uno stesso polo rispetto alle tre curve 
date. Sia £ una retta arbitraria , t un punto qualunque di essa ; se per i 
devono passare le rette polari relative a C, C , il polo o sarà una del- 
le ( m — 1 ) ( m' — 1 ) intersezioni delle prime polari di i rispetto a quelle 
due curve. Se per o dee passare anche la prima palare relativa a C", il po- 
lo di essa sarà nella retta polare di o ri-petto a questa curva; e le rette 
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polari dff;li | m — I ) ( m' — t ) punii o incontreranno L in alirellanli 
punii i'. 

Assunto insece ad arbitrio un punto i' in L, se per esso dee passare la 
retta polare relativa a C, il polo è uella prima polare di i" rispetto alla del- 
la curva; la quale prima polare è una curva K dell’ordine m'' — 1. Le ret- 
te polari dei punti di A' relative a C inviluppano una cuna della classe 
( m — 1 ) I m" — 1 ) (SI I, ed analogamente le rette polari dei punti di K ri- 
sjiello a C’ inviluppano un'altra curva della classe (m' — l)(m" — I ). In 
queste due curve-inviluppi, a ciascuna tangente dell' una corrisponde una tan- 
gente dell’altra, ptirchò si assumano come corrispondenti quelle tangenti che 
sono polari di uno stesso punto di A rispetta a C e C. Dunque ( 83 , a ) 
le intersezioni delle tangenti omologhe formeranno una curva dell’ ordine 
( m — I ) ( m" — I ) -4- ( m’ — 1 ) ( m" — 1 ) , la quale segherà la retta L in 
altrettanti punti 

Cosi a ciascun punto i corrispondono ( m — t ) | m' — I ) punti i', men- 
tre ad ogni punto i' corrispondono (m— l)(m'' — 1)-+-(m' — I)(m" — I) 
punti I. Onde la coincidenza di due punti omologhi i, ■' in L avverrà 
(ni — I ) ( m' — I ) -4- ( m' — I ) ( m'' — 1 ) -i- ( m" — 1 ) ( m — 1 ) volte ; cioè 
questa numero esprime I’ ordine del luogo richiesto. Questa curva passa evi- 
dentemente pei punti comuni alle tre curve date, ov’ esse ne abbiano. 

( a ) Quando le tre curvo date siano dello stesso ordine m , ad esse poti- 
no sostituirsi altre tre curve della rete da quelle individuata, senza che venga 
a mutarsi il luogo dianzi considerato. Questo , che in tal caso è dell’ ordine 
3(m — 1 )^, puf) chiamarsi la Sttineriana deìla rete ( 88 , d ). 

( b ) Data una rete di curve d’ ordiue m , ogni punto p della curva Hes- 

siana è il polo d’ infinite rette polari relative alle curve della rete, le quali 

rette concorrono in uno stesso punto o (9&) della Steineriana. In questo mo- 
do , a ciascnu punto dell’ llessiana corrisponde irn punto della Steineriana e 
reciprocamente; quindi la retta che unisce due punti corrispondenti inviluppa 
una terza curva della classe 3(m — l)-4-3(m — l)* = 3m(m — 1) (83, h). 

Ogni retta passante per o è adunque polare del punto p rispetto ad una 
curva delle rete. Del resto, se la retta polare passa pel polo, questo giaco 
nella curva fondamentale, che è ivi toccata dalla retta polare medesima. Ne 
segue che la retta op tocca in p una curva della rete; ma tutte le curve del- 
la rete che passano per p si toccano ivi fra loro ( 92 ) , dunque la comune 
tangente di (|ueste curve è op. 


Abt. vtvi, Pnrmalc «li PLÌirK»;>. 


99. Data una curva qualsivoglia (’„ | fondamentale ) , indichiamo con 

Il l'ordine della medesima, 
m la classe, 

(t il numero de’ punti doppi , 

X il numero de' punti stazionari o cuspidi , 

T il minierò delle taugeiili doppie, 

I il numero delle tangenti stazionarie , ossia de’ flessi. 
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Siccome m è il numero delle tangenti che da un punto arbitrario si 
possono condurre alla curva data, cosi, in virtd del teorema (74, c) o 
1 87 , d ), si ha : 

1) m = n{n— I) — 2S — 3*, 

formola che somministra la classe di una curva , quando se ne conosca I’ or- 
dine e si sappia di quanti punti doppi e cuspidi è fornita. 

Pel principio di doalitii , un’ equazione della stessa forma dovrà dare 
I’ ordine di una curva , quando se nc conosca la classe , il numero delle tan- 
genti doppie c quello delle stazionarie ( 82 ) j dunque ; 

2) n = m ( m — 1 ) — 2i — 3i. 

100. Siccome ogni punto della curva fondamentale, il quale abbia per 
conica polare il sistema di due rette, è un flesso o un punto multiplo (80), 
cosi la curva Hessiana , la quale è il lungo de’ punti le cui coniche polari si 
risolvono in coppie di rette (90, a), sega la linea data nei flessi c uè’ punti 
multipli di questa. Onde, essendo I' Hessiana dell’ordine 3(n — 2), se la 
curva data non ha punti multipli, il numero de’ suoi flessi è 3n(n — 2) (*). 

Supponiamo ora che C„ abbia un punto doppio d; nel qual caso tutte le 
prime polari passano per d. Allora I’ Hessiana della rete formata da queste 
prime jiolari, che è anche I’ Hessiana di (90, a ; 92), passa due volte per 
d ed ivi ha le due tangenti comuni colla prima polare del punto stesso 
I 90 , d), cioà ha le tangenti comuni colla curva data (72). Dunque il punto 
d equivale (32) a sei intersezioni dell' Hessiana con f , ; ossia ogni punto doppio 
fa perdere a questa curva sei flessi. 

Ora s’ imagini che C» abbia una cuspide d, e sia T la tangente cuspi- 
dale. In questo caso tutte le prime polari relative a Cn passano per d ed ivi 
sono toccate dalla retta T (74, c); epperò I’ Hessiana ha tre rami passanti 
per d, due de’ quali hanno per tangente T (97, d). Dunque il punto d equi- 
vale ad olio intersezioni dell’ Hessiana con C„ , ossia ogni cuspide fa perdere 
a questa curva otto flessi (**). 

Quindi, se C. ha S punti doppi e « ciiS))idi , il numero de’ flessi ossia 
delle tangenti stazionarie sarà dato dalla formala: 

3) » = 3n(n — 2) — 6S - 8e. 

E pel principio di dualità , se una curva della classe m ha r tangenti doppte 
ed > tangenti stazionarie , essa avrà 

4) *=3m(m — 2) — 6v — 8i 
punti stazionari. 

Le qttattro eqttazioni cosi trovate ei|itivalgono però a tre sole indipenden- 


(*) PlAckha, SysUm der an<UytÌirhen Gfonetrif, B^rtin 1836. p. 361. — Hi»se , l'ebfr die 
ìì'tndtptitute der Curvtn drifter Ordmtng ( Gioraalr <ii Cakllk , t. 38, Bd’rlino I8fl, p. lOI). 

(**) CAVtiY, Retherehei #iir i’ /UmituUion et tur la thènrie des rotirbet (Giornale di Cselle. 
1. 31, Berlino 18<? , p. 13). 
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ti; iofalti> sottraendo la 1) nioltipiicata per 3 dalla 3), si ha la 

6) X — t = 3(n — m), 

equazione che può essere dedotta nello stesso modo anche dalle 2), 4). 

Cosi fra i sei numeri n, m, d , x, r , « si hanuo tre equazioni indipen- 
denti, onde, dati tre, si possono determinare gli altri tre. Per esempio, dati 
n, d, X, il valore di r si ottiene eliminando m ed t fra le 1) , 2) , 3) ; e 
si ha: 

6) T = n(n — 2)(n* — 9) — (2J-i-3x)(n^ — n — 6) 

2 

9 

-t- 2? ( ? — I ) H — — X ( X — 1 ) ■♦* 6?x. 

Una furmola assai utile si ottiene sottraendo la 2) dalla 1) , ed eliminando 
X I dai risultato mediante la 5) : 


7 ) 


2(5 — t) = (n — — 9). 


Queste importanti relazioni fra P ordine , la classe e le singolarità di una 
curva piana sono state scoperte dal sig. PlUckcr (*). 

101. Se una curva deve avere uu punto doppio, senza che questo sia dato, 
ciò equivale ad una condizione ^ infatti, a tal uopo basta che tre prime polari 
(non appartenenti ad uno stesso fascio) abbiano un punto comune. Invece, se 
la curva deve avere un punto stazionario , senza che questo sia dato , ossia 
se tre prime polari (non appartenenti ad uno stesso fascio) debbono toccarsi 
in uno stesso punto, ciò esige due condizioni. Onde segue che, se una curva 
d’ordine n deve avere 5 punti doppi e x cuspidi, essa sarà determinata (34) 

da ^ ^ —5 — 2* condizioni. E, in virtù del principio di dualità. 


m ( m -4- '3 ) 


T — 2( condizioni determineranno una curva della classe m la 


quale debba essere fornita di r tangenti dopjpie e di t tangenti stazionarie. 

Perciò, se i numeri n, m, 5, x, t, t competono ad una sola e mede' 
sima curva , dovrà essere : 


8) 


»» ( n -t- 3 ) 


— 5 — 2x = 


m (tu -f- 3 ) 


— T — 2» , 


formula che può dedursi anche dalle 1), 2) . . . . Ma , ove sia stabilita a 
priori, come qui si ò fatto, essa insieme con due qualunque delle 1), 2), . . . 
potrà servire a somministrare tutte le altre (**). 

1 02. Noi prenderemo quind' innanzi a studiare le proprietà di una curva 
Cn di un dato ordine n , la quale supporremo affatto generale fra quelle dello 
stesso ordine. Epperò , a meno che non si facciano dichiarazioni in contrario , 


(*) Theorxe der algtb. Curven, p. 2 »l. 

(**) Salmon , Biqner piane eurvet, p. 92 . 
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la curva fondanienlale sarà della classe n ( n — I ) ed avrà nessun punio miil- 
liplo, 3n(n — 2) flessi e "»(>» — 2)(n’ — 9) langenli doppie. 

Le prime polari relative a C„ formano una rete dell' ordine n — 1, I’ Hes- 
siana delia quale taglia Cn ne’ 3n ( n — 2 ) flessi di questa. La Sleineriana della 
rete ( 98 , a ) , die è anche la Sleineriana di C„ ( 88 , d ) , è dell’ oi-dine 3 ( n — 2 |L 


AKT. Corvo uenernao tfallo polari» aioando il polo 

al muova ron Irviir data. 

103. Se un punto, consideralo come polo rispetto alla curva fondamen- 
tale Ci, , percorre un’ altra curva data C„ d’ ordine m , la retta polare inviluppa 
una curva K, la quale abbiamo già trovalo (81) essere della classe m ( n — 1 ). 
Le tangenti che da un punto qualunque o si possono condurre a A' sono le 
rette polari degli m(n — 1) plinti, ne’ quali C„ è intersecata dalla prima po- 
lare di 0. 

( a ) Se o è tal punto che la sua prima polare sia tangente a Cm , due 
rette polari passanti per o sono coincidenti, cM o è un punto della curva A' 
(30); questa è dunque il luogo geometrico de’ poli le cui prime polari toccano 
C,„. Questa proprietà ci mette in grado di trovare I’ ordine di A, cioJ il nu- 
mero de’ punti in cui A' à incontrata da una retta arbitraria L. Le prime po- 
lari de’ punti di L formano un fascio (77); onde, supposto che C», abbia 3 
punti doppi , e k cuspidi , vi saranno m ( m -f- 2n — 5 ) — ( 2? -t- 3* ) punti in L , 
le cui prime polari sono tangenti a C,„ (87, c). Dunque A' è dell’ordine 
m ( m -+- 2n — 5 ) — (23 -I- 3*). 

E poi evidente che le tangenti stazionarie di A' sono le rette polari de’ 
punti stazionari di ; donde segue che K ha x flessi. 

Conoscendo cosi la classe , I’ ardine ed il numero de’ flessi della curva 
AT, mediante le formole di Puicxei (99, 100) troveremo che essa ha inoltre; 
Il 1» 27 

— jm(m-t-2n — 6) — (23-1-3*) I — m (6m-»-6n — 21 )-s- 108-1 — —x punti 

doppi, 3m(m-f-n— 4) — (63-1-8*) cuspidi e ^m(n — 2 ) (mn — 3 )-t-3 tan- 
genti doppie. 

(b) É manifesto che ogni punto doppio di K è il polo di una prima po- 
lare tangente a Cu, in due punti distinti; che ogni cuspide di A è il polo di 
una prima polare avente con C,„ un contatto tripunlo; e che ogni tangente 
doppia di A à una retta avente o due poli distinti sulla curva C„ , o due poli 
riuniti in un punto doppio di questa curva. 

Siccome le proprietà del sistema delle prime polari ( relative a C. ) valgono 
per una rete qualsivoglia di curve, cosi da quanto precede si raccoglie: 

l.“ll nnmero delle curve d’una rete d’ ordine n — 1, 
le quali abbiano doppio contatta con una data linea d’or- 
dine m, fornita di 3 punti doppi e * cuspidi, è 
1 t , 1» 27 

— lm(m-i-2n — 6) — (23-t-3*)l— m(6m-t-6n — 2l)-t-103-+--y*. 
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3.° Il numero dcile curve della stessa rete aventi col- 
l’anzidetta linea d^ ordine m un contatto tripuuto è 
3m ( m -i- n — 4 ) — ( 6? 8;e ) (*). 

( c ) Ogni punto della curva K è polo dì una prima polare tangente a 
C,u\ onde considerando le intersezioni delle curve K c €■,»} l>a: 

In una curva Cm dclP ordine m, dotata dì S punti doppi e di x cuspidi, 
vi sono (m -t- 2n — 5 ) — m( 25 -+- 3x ) punti, le cui prime polari relative 
alla curva fondamentale toccano la medesima C,» • 

Di qui per m = 1 si ricava ; 

In una retta q u a I u n (| u e vi sono 2 ( n — 2 ) punti, le cui 
prime polari relative alla curva fondamentale Cn toccano 
la retta medesima. 

Se la retta è tangente a contatto coincidono due di quei 2(n — 2) 

poli. Dunque in una retta tangente a 6« esistono 2(n — 3) punti, ciascun 
de’ quali è polo di una prima polare tangente in altro punto alla retta me- 
desima. 

( d ) Se nella ricerca superiore , la curva si confonde con €„ , la 
linea K si compone evidentemente della Cn medesima e delle sue tangenti sta- 
zionarie, perchè ogni punto di quella e di queste è polo di una prima polare 
tangente alla curva fondamentale (71,80). In tal caso, i punti doppi di K 
sono le intersezioni delle tangenti stazionarie fra loro e colla curva C„ ; le 
cuspidi di K sono rappresentate dai flessi di C„t ciascuno contato due volte; 
c le tangenti doppie di K sono le stazionarie e le doppie di Cn • 

I punti doppi di K sono ( b ) i poli d’ altrettante prime polari doppia- 
mente tangenti alia curva fondamentale. Ed invero : se o è un punto comune 
a due tangenti stazionarie di questa , la prima polare di o tocca C„ ne’ due 
flessi corrispondenti (80); e se o è un punto di .segamento di Cn con una 
sua tangente stazionaria, la prima polare di o tocca C» in o (71) e nei 
punto di contatto di questa tangente (80). Sonvi adunque 3n(n — 2)(n — 3) 
prime polari doppiamente tangenti a r„,i cui poli giacciono in Cn medesima; 


c vi sono altre n(n — 2)^3n(n — 2)— 1 j prime polari pur doppiamente 


tangenti, i cui poli sono fuori di Cn- 

( e ) La curva K , inviluppo delle polari ( r» — 1 )'"'' de’ punti di r,„ , si 
chiamerà I’ ( n — 1 )"'“ polare di C,,, • 

Facendo tn = 1 , troviamo che I’ (n — 1 )'"“ polare di una retta R, cioè 
r inviluppo delle rette polari de' punti di /?, od anche il luogo de’ poli delle 
prime polari tangenti ad 77, è una curva delia classe n — le dell’ordine 
2(n — 2), con 3(n — 3) cuspidi, 2(n — 3)(n — 4) punti doppi ed 

(n — 2)(n — 3) j • 

tangenti doppie; cioè: 

V' i sono 3 ( « — 3 ) prime polari, per le (| u a I i una data 
retta h è una tangente stazionaria; 2 ( n — 3 ) ( n — 4 ) prime 
polari, per le (| u a I i R è una tangente doppia; ed inoltre 


(*) BiscilOir , /. C. p. I7t*l76. 
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— (n — 2 )(h — 3) re Ite, ciascuna delle quali ha due poli in R. 


(f) Se I’ ( « — I polare della retta R passa per un dato punto o, 
questo À il polo di una prima polare tangente ad R (e) ; talché se P ( n — 1 
polare varia girando intorno ai punto fisso o, la retta R invilupperà la prima 
polare di o. Cosi abbiamo due definizioni della prima polare di un punto: 

La prima polare di un punto o é il luogo de' poli le 
cui ( n — I )""■ polari s’ incrocia fi o in o, ed è anche I’ invi- 
luppo delle rette le cui («— 1 )""■ polari passano per o. 

104. Supposto che un polo p percorra una data curva C,„ d'ordine m, 
avente <t punti doppi e x cuspidi, di qual indice é la serte (34) generata 
dalla polare (r)"'" di p rispetto alla linea fondamentale C„, c quale ne sarà 
r inviluppo ? 

( a ) Se la polare ( r di p passa per un punto o , il polo sarà nella 
polare (n — r di o ( 69 , a ) , cioè sarà una delle rm intersezioni di que- 
sta polare colla proposta curva C,„. Dunque per o passano rm polari (r)""' 
di punti situali in C ,„ , cioè le polari ( r )"" de’ punti di C,„ formano una se- 
rie d' indice rm. 

(b) Se l’(n — r)’"" polare di o tocca in un punto C,«, avremo in o 
due (r)"**’ polari coincidenti, ossia o sarà un punto della linea inviluppata 
dalle curve della serie anzìdetla. Dunque : 

L’ inviluppo delle polari (r )'"'' de’ punti di una curva 
r„j è anche il luogo de’ poli delle polari (n — r j*"* tangen- 
ti a Cii , . 

(c) Quale è l’ordine di questo luogo? Ovvero, quanti punti vi sono in 
una retta arbitraria L, le polari (n — r)""’ de’ quali tocchino C„, ? Le polari 
(fj — r)""^ de’ punti di una retta L formano (a) una serie d’ordine r e d’in- 
dice n—r; epperf» (87 , c) ve ne sono ( « — r ) }m ( m-f- 2r — 3 ) — ( 2<t-i- 3x ) [ 
che toccano . Donde segue che : 

L’ inviluppo delle polari (r)”"^ de’ punti di una curva 
d’ordine m, <1 o t a t a di 3 punti doppi e x cuspidi, è una 
linea dell’ordine ( n — r) {m (m-t-2r — 3 ) — ( 2<!t-t-3x) ( . 

Questa linea si denominerà polare (r)"'“ della data curva rispetto 
alla curva fondamentale (*). 

( d ) Fatto r = 1 ed indicata con m' la classe di C,„ j cio*^ posto 
ni = m ( m — 1 ) — ( 2^ 3;< ) ( 99 ) , si ha: 

La prima polare di una curva della classe m', cioè il 
luogo de’ poli delle rette tangenti di questa, è una linea 
dell’ordine m' (n — 1 ). 

Questa linea passa pei punti ove la curva fondamentale è toccata dalle 
tangenti comuni ad essa ed alla curva della classe m'. 

Se m' = 1 , ricadiamo nella definizione della prima polare di un pun- 
to ( 103 , f). 

(e) Posto m = l, troviamo che la polare (r)'"" di una retta è 


\*) Stkinkb , /. c . p. 2-3. 
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una linea dell’ ordine 2(r— l)(n — r). Quindi la prima polare di 
una retta i* dell’ordine aero; infalli es4a è coi>liliiila dagli (n — I )* poli 
della rena dala (77). 

l’er r = n — 1, si ricade in un risullalo già ollenulo (103, e). 

(f) L'ordine della linea polare (r)'"" di una rena R sì può delerminare 
direllamenle come segue. A lai uopo consideriamo quella linea come luogo 
de’ punii comuni a due curve successive della serie d’ indice r e d’ ordine 
n — r, formala dalle polari (r)"”' de’ punii di R ( 3A ). 

.Se a è un piinlo qualunque di R, le polari (r)”"' passanti per a hanno 
i loro rispettivi poli nella polare (n — r)""' di a, la quale sega 7} in r pun- 
ti a. Se invece assumiamo ad arbitrio un punto à, la sua polare (r)'”'' sega 
A in n — r punii a; lalrhi', riferiti i punii a, a ad una slessa origine o, 
fra i segmenti oa , oa' avrà luogo un' eipiazione del grado r in oà e del 
grado n — r in oa. Il piinlo a apparlerreblie alla linea cercala, se due delle r 
polari (r)’"' passanti per esso fossero coincidenti. .Ma la condizione perchè 
I’ equazione anzidella dia due valori eguali per oa' è del grado 2 (r — t ) rispet- 
to ai coeflìcienti della medesima , e per conseguenza del grado 3(r — l)(n — r) 
rispetto ad oa. Sono adunque 2(r — l)(n — r) i punti comuni al luogo ri- 
chiesto ed alla retta R; ossia l'inviluppo delle polari (r)"' de’ punti di una 
retta dala è una linea dell’ordine 2(r — l)(n — r). 

Le stesse considerazioni si possono applicare, in molli casi, alla ricerca 
dell’ordine della linea che inviluppa le curve d’ una data serie. Per esempio, 
se la serie è d’ indice r e d’ ardine > , e se si può assegnare una punteggiata 
projelliva alla serie ( cioè se fra le curve della serie e i punti di una retta 
si può stabilire tale corrispondenza che ad ogni punto della retta corrisponda 
una curva della serie, e viceversa), l’inviluppo sarà dell’ordine 2(r— l)s. 
Di qui per s = 1 si ricava : 

Se una curva della classe r è tale che si possa asse- 
gnare una punteggiala projelliva alla serie delle sue tan- 
genti, I’ ordine della curva è solamente 2(r — 1). 

(g) Se la polare (n — r)’"° di una retta passa per un dato punto o, 
questo è (b) il polo di una polare (r)"" tangente a quella retta. Dunque: 

La polare (r)"'“ di un punto o, ossia il luogo il e’ pun- 
ti le cui (n — r)""' polari passano per o,è anche l’invilup- 
po delle rette le polari (n — r)'"' il elle quali contengono 
il punto 0. 

Cosi le polari de' punti e delle linee sono definite in doppio modo, e 
come luoghi e come inviluppi. Egli è appunto in questa doppia defìnizione 

che sembra risiedere il segreto della grande fecondità della teoria delle cur- 
ve polari. 

(Il) La polare (r)’"'‘di una curva C tocchi un’altra enrva C' nel punto 
0 . In 0 quella polare toccherà la polare (r)”''’ di un punto o' di C; e vice- 
versa (b) in o' la curva C sarà toccata dalla polare (n — r)"'" di o. Ma la 
polare ( r )""’ di o' tocca in o anche C ; dunque la polare ( n — r l""" di o 

toccherà in o la |iolarc ( n — r )'"“ di C ; ossia : 

Se la polare (r)""di una curva T tocca un’ altra cur- 
va C, reciprocamente la polare (n — r )""’ di C tocca C. 

(k) Una retta R sia I’ (r — 1)"'“ polare di un punto o rispetto 
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all’(n — r)"‘* polare di un altro punto o, ovvero, ciA che è la medesima 
cosa (69,c),la palare (n — r)"*" di o' rispetto alla polare (r — 1 j"" di o. 
Se R varia ed inviluppa una curva qualunque C, restando fìsso il punto o', 
il luogo del punto o sarà (d) la prima polare di C rispetto air(n — r)"'" 
polare di o'. Se invece resta fìsso il punto o, mentre A inviluppa la curva C, 
il luogo di 0 sarà la prima polare di C rispetto all’ (r — 1 )“*' polare di o’. 
Dunque : 

Se la prima polare di una curva C rispetto all’(r — 1)""* 
polare di un punto o passa per un altro punto d, la pri- 
ma polare di C rispetto all’ (n — r polare di d passerà 
per o; e viceversa. 

105. L’(n — 1)'““ palare di una curva C», d’ordine m è (81) una 

linea K della classe tn ( n — 1 ). Reciprocamente , la prima polare di K sa- 
rà ( 104, d) una linea dell’ ordine m(n — 1 )*. Questa linea comprende in fi 
la data curva C,,, , perchè A' è non solo I’ invilnp|K) delle rette polari dei punti 
di Cm j ma anche il luogo de' poli delle prime polari tangenti a Qi, (103, a). 
Dunque, allorché un punto o percorre la curva C* , gli altri (n — l)” — 1 
poli della retta polare di o descriveranno una linea dell’ ordine m(n — 1 — tn 

= nm (n — 2) . 

A questo risultato si arriva anche cercando la soluzione del problema; 
quando un punto o percorre una data linea, quale è il luogo degli altri poli 
della retta polare di o? 

Supposto dapprima che la data linea sia una retta A, cerchiamo in quanti 

punti essa seghi il luogo richiesto. Siccome ( 1 03 , e ) vi sono -- ( n — 2 ) ( n — 3 ) 

rette, ciascuna delle quali ha due poli in A, cosi gli (n — 2)(n — 3) poli 
di tali rette sono altrettanti punti del luogo. Inoltre ricordiamo (90, b) che 
in ogni punto dell’ Hessiana coincidono due poli d' una medesima retta, talché 
le 3(n — 2) intersezioni dell' Hessiana con A sono comuni al luogo di cui 
si tratta. Questo luogo ha dunque (n — 2)(n— 3)-t-3(n — 2) punti co- 
muni con A, vale a dire, esso è dell’ ardine n(n — 2). 

Se invece é data una linea C„, dell’ordine m , assunta un’arbitraria retta 
A, cerchiamo quante volte avvenga che una stessa retta abbia un polo in A 
ed un altro in C„, I poli congiunti ai punti di A sono, come or si é dimo- 
strato, in una linea dell’ ardine n(n — 2), la quale sega Cm mn(n — 2) 
punti. Dunque vi sono mn ( n — 2 ) punti in Cm , ciascun de’ quali ha un polo 
congiunto in A ; ossia ; 

Se un polo descrive una curva d’ordine m, il luogo 
degli altri poli congiunti é una linea dell’ordine mn(n — 2). 

106. Imaginiamo un polo che si muova percorrendo una data curva C» 
d’ordine m; quale sarà il lungo delle intersezioni della prima colla .seconda 
polare del polo mobile , rispetto «Ila curva fondamentale Cn ? Assunta una retta 
arbitraria A, se per un punto i di essa passa una prima palare, il polo giace 
nella retta ptdare di t ; questa retta sega C„ in m punti , le seconde polari dei 
quali incontreranno A in m ( n — 2 ) punti i". Se invece si assume ad arbitrio 
in A un punto T pel quale debba passare una seconda polare , il polo sarà 
nella conica polare di i’ , che taglia (.» in 2tn punti j le prime polari di questi 
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dclcrniÌDano in R 3m(n — 1) punti i. Cosi vediamo che ad ogni punto i cor- 
rispondono min — 3 ) punti < , mentre ad ogni punto t" corrispondono 3m | n— t ) 
punti i ; talchi' ( 83 ) vi saranno (in /I ) m (n — 2 )-v-2m( n — 1 ) = m ( 3n — 4 ) 
punti i, ciascun de’ (piali coincida con uno de’ corrispondenti i”; ciò# i I I u o- 
go richiesto è una curva U dell’ ardine m(3n — 4). Evidente- 
mente questa curva tocca Cn negli mn punti comuni a Cm e perchè in 
ciascuno di questi punti le polari prima e seconda si toccano fra loro e toc- 
cano ( 7 1 1. 

Inoltre, siccome per un flesso della curva rondamenlale passa la prima eia 
seconda palare di ogni punto della relativa tangente stazionaria (80), cosi la curva 
V passerà pel flesso di C„ tante volle quanti sono i punti comuni a ed 
alla tangente stazionaria. Dunque la curva U passa m volle per ciascuno dei 
3n ( n — 2 ) flessi di (*). 

( a ) Se Cm coincide con C» , la linea V contiene manifestamente due volle 
la curva fondamentale ; prescindendo da questa , rimarrà una curva dell' ordine 
3n ( n — 2 ) , per la quale i flessi di sono punti ( n — 2 Dunque , se 
un polo percorre la curva fondamentale, gli (n — l)(n — 2) — 2 punti in 
cui si segano le polari prima e seconda generano una linea dell’ordine 3n(n — 2 ), 
avente n — 2 branche passanti per ciascun flesso di Cn , una delle quali ha 
ivi con C„ un contatto Iripiinlo. Il che riesce evidente, considerando che ogni 
tangente stazionaria della curva fondamentale ha con (juesla n — 2 punti co- 
muni, cioè il flesso ed n — 3 intersezioni semplici. 

(b) Analogamente si dimostra che, se il polo percorre la curva C„, le 
intersezioni delle polari (ri"" ed (s)'"“ descrivono una linea dell’ ordine 
mn ( r -H s) — 2mrs , la quale tocca la curva fondamentale ne’ punti comuni a 
questa ed a r«. E da notarsi che il numero mn (r -)- s) — 2mri non cambia 
sostituendo n — r, n — s ad r, s. 


.%RT. .tpplirasione allo curvo di ivorond' ordino. 


107. Se ne’ teoremi generali suesposti si fa n = 2 , si ottengono i pili 
interessanti risultati per la teoria delle coniche. 

Dato un polo o nel piano della curva fondamentale Cf di second’ ardine , 
il luogo del punto coniugato armonico di o, rispetto alle due intersezioni della 
curva con una trasversale mobile intorno ad o, è la retto polare di o (68). 
Se la polare di o passa per un altro punto o, viceversa (69, a) la polare di 
o! contiene o ; ossia tutte le rette passanti per un punto dato hanno i loro poli 
nella retta polare di questa punto, e reciprocamente tiitt’ i punti di una data 
retta sono poli di rette incrociantisi nel polo della data. 

.Siceome ogni punto ha una determinata retta polare , e viceversa ogni retta 
ha un polo unico, cosi i punti di un. a retta costituiscono una 
punteggiata projettiva alla stella formata dalle loro ri- 


(* CLKiKciTt Vtber tine Cjatte ron EUminaiiontprobIfmen und ub&r Punkte drr 

Theorie der !}o{artn iGioriiale CnKiLK^boBciAiiDT » l. Brrli»o 186f , p. S79 ). 
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speuive polari» Donde segue che il rapporto anarmoiiico di qiiatiro rette 
divergenti da un punto è eguale al rapporto anarmonico dei loro poli (*). 

La retta polare di un punto o sega la conica fonJainemale ne' punti in 

cui questa è toccala da rette uscenti da o (70). 

Considerando la, conica fondamentale come una curva di seconda classe, 
se da un punto qualunque di una retta data si tirano le due langeiili alla 
curva, la retta coniugala armonica della data, rispetto a queste due tangenti, 

passa per un punto lìsso (8*2) die fi il polo della retta data. 

Due ligure, I' una delle quali contenga i poli c le polari delle rette e 
dei punti dell' altra, dicunsi polari reciproche. Sui pochi principii or dichiarali 
si fonda il celebre metodo di PoNceLCT (**) per passare dalle proprietà del- 
V una a quelle dell' altra lìgura. 


lOH. Due punti o, o', T un de*qu.iti 
giaccia nella polare delT altro, iliconsi 
poti coniugali. I.e ìnihiiie coppie di polì 
coniugali esisienti in una trasversale for- 
mano unMnvoluzione (quadratica), i cut 
pumi doppi sono le intersezioni della co. 
nica colla trasversale; cioè i pumi delia 
conica fondamentale sono coniugati a sè 
tnedesimi. 


Le polari di due poli coniugati , ossia 
due rette passami ciascuna pel polo del- 
l’altra, dioonsi coniugate. Le inniiìle cop. 
pie di polari coningale passanti per uno 
stesso punto dato furniano un* involuiioiie 
(quadratica), i raggi doppi della quale 
sono le taiigeiui che dai punto dato si 
possono condurre alla conica;cioè le lan. 
genti di questa sono rette coniugale a se 
uicdcsifflc. 


(a) Due poli cnnuigati cd il polo delia retta che li unisce (ovvero due 
rette coniugate c la polare del punto ad esse comune) individuano un triangolo 
(o un trilatero), nel quale ciascun lato è la polare del vertice opposto. Sif> 
fatto triangolo o trilatero diccsi coniugato alla conica data. 


(b) Se da un punto p si conducono 
due trasversali a segare la conica data 
ne’ quattro punti òc , a</ , e se ^ , r sodo 
le imersezinni delle coppie dì rette (ca, 6d), 
(o&, cd)y la retla qr sarà la polare del 
punto pranzi nel triangolo pqr ciascun 
vertice è polo del lato opposto. Ciò è una 
iuiinediaia conseguenza della proprietà ar- 
monica del quadrangolo completo nòrd (5). 
Dunque Intte le coniche circoscritte a que- 
sto quadrangolo sono coniugate al irun- 
golo fonuato dai pumi diagonali pqr. 


(b ) Se per due punti di ima data retta 
P si tirano quattro tangenti //C, Al) alla 
conica data, e se (), Zi sono le rene pas- 
santi per te coppie di pumi (CA y BD) 
(40, CD), il punto (JK sarà il polo della 
retta P; anzi nel trilatero PQH ciascun 
lato è la polare del vertice opposto, come 
segue iniinediatauienie dalla proprìeià ar. 
mollica del quadrilatero completo ABCU 
(5). Dunque imie le coniche inscrìtte nel 
quadrilatero sono coniugale al trilatero 
formalo dalle diagonali PQIt. 


(c) In generale (89), se iin punto ha la slessa reità polare rispetio a 
tltic cune cl' un fascio, esso è doppio per una curva del fascio medesimo. Ciò 
torna a dire che due coniche non ammeltono alcun triangolo coniugalo conm. 
ne^ olire ipiello che ha i vertici ne* Ire punii doppi del fascio da esse deter- 
minalo; ossia i punti diagonali del quadrangolo completo formalo dai punii 
comuni a due coniche, e le relie diagonali del quadrilalero completo formain 


(*i Chasius. Mémoire de géomélrie eur deux principe* gènéraux de la tcience eie. 
rei coitronnfs p*r R. *1* Bruteik* , I. Il, fS37, f*. 582 |. 

Po«tcKLiT. Traité de* propnWz projeetive* de* figure*, ParK 1852, p. JJ5. — .Wi'moi- 
re zur ia théorie de* potaire* réciproque* tOivraale tli Cscllz, t. 4 , Berlino tS29^ p. i i. 
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dalle langenii comuni alle slesse coniche sono i vertici e i lati dell* unico 
triangolo rnnìugalo ad entrambe le curve. 

(d) Il teorema di Pascal relativo ad un esagono inscritto in una co* 
nica ( 45 , c ) , se si assume il secondo vertice infinitamente ricino al primo , 
ed il «plinto al «piarlo, somministra la seguente relazione fra «[iiattro punti di 
una conica c le iangenlr in due di essi : 

Se un «piadrangolo è inscritto in una conica, le tangenti in due vertici 
concorrono sulla retta che unisce due punti diagonali. 

Donde si conclude raciirnenle che le diagonali del «quadrilatero formato 
da quattro taiigenii di una conica sono i lati del triangolo avente per vertici 
i punti diagonali de) quadrangolo formalo dai quattro punti «li contatto. 

(e) Se di im quadrangolo completo abcd sono «lati i Ire punti diagonali 
jiqr ed un vertice a, il quadrangolo è determinato ed unico, hifatlì, il verit* 
ce 6 ^ il coniugalo armonico di a rispetto ai punti ili cui pq ^ pr segano 
or; ece. Diin«pie le coniche passanti per min stesso punto a e coniugate ad 
un dato triangolo pqr formano un fascio, ossia (92); 

l' li tic le coniclie coniugale ad un dato triangolo fot* 
mauo una rete. 

(f) l.e curve «li questa rete che dividono armonicamente un dato segmen* 
to oo' formano im fascio. Infatti, se t è un punto aihitrario , tutte te coniche 
della rete passanti per i hanno altri tre punti comuni , epperò incontrano la 
retta oo' in coppie di punti in involuzmne (49). Ma anche le coppie di punti 
che divi«lono armonicamente oo’ custiliiiscono un'involuzione (26, a), e le 
due involuzioni hanno una coppia comune di punti coniugati; dunque per t 
passa una sola conica della rete, la quale sodisfaccia alla condizione richie* 
sta, c. d. d. In altre parole, la rete cunlieue un fascio di coniche, rispetto 
a ciascuna delle «{tiali i punti oó sono poli coniugali. 

In una rete due fasci hanno sempre una curva comune; dunque, se si 
cerca la conica della rete ii<pello alla quale il punto o sia coniugalo si ad o' 
che ad o", cioè o abbia per polare oV', il problema animelle una sola solu- 
zione; vale a dire: vi è una sola conica , rispetto alla quale un dato triangolo 
sia coniugato, e un dato punto sia polo di una data retta. 

(g) Siano pqr, pqr' due triangoli coniugati alla conica fondamentale; 
s, t ì punti in cui le rette pq', p'r' segano qr; s', t' quelli ove q'r' è in- 
contrala dalle pq , pr. I.c polari de’ punti q, r, $, t sono evidentemente le 
rette p(r, q, r', ^'), che incontrano q’r in f', a, r’ q. Ma il sistema «U 
queste quattro rette c quello de' loro poli hanno lo st«!sso rapporto anarmoni- 
co ( 107) , dunque ; 

( gru ) = ( t's'r'q ), 

ossia ( I ) ; 

(?r*( ) = (sYg'r’ ); 

vale a dire, le quattro rette pqt pr, pq', pW incontrano le qr , q'r' in due 
sistemi di quattro punti aventi lo stesso rapporto anarmonico. Dunque (60) i 
sei lati dei due triangoli proposti formano un esagono di BaiANCUon. Inoltre i 
due fasci di «[uaiiro rette p{^ 9 r,q',r’),p{q,r,q',r') hanno lo stesso 
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rapporto anarmonico, onde (59) i sei renici de^ Iriangoli medesimi cosiiUii* 
scono iin esagono di Pascal (*). Ossia: 

Se due triangoli sono circoscritti ad una conica, es> 
si sono inscritti in un’ altra; e viceversa; 

Affinchè due triangoli siano coniugati ad una stessa 
conica, è necessario e sufficiente che essi siano circo* 
scritti ad un’altra conica, ovvero inscritti in una ter- 
2 a conica. 

Questa proprietà si può esprimere eziandio dicendo che la conica tangente 
a cinque de’ sei lati di due triangoli coniugati ad una conica data tocca anche 
il sesto; e la conica determinala da cinque vertici passa anche pel sesto. 
Donde s’ inferisce che : 


Se (ina conica tocca i lati di un trìan< 
goto coniugalo ad una sccomla conica, 
intlnili alirt triangoli cnniiigali a questa 
s.iranno circostTÌlli alla |iriina;cioè le tan- 
genti condotte alle due coniche dal polo 
<rcl3tiro alla seconda } di ciascuna retta 
tangente alla prima formeranno un fascio 
armonico. 


Se nna conica passa pei renici di un 
triangolo coniugalo ad un'altra conica, 
sarà pur cireoscrilta ad inAniti altri trian- 
goli coniugali alla medesima; cioè ogni 
punto della prima conica sarà, rispetto 
alla seconda, il polo di una retta segante 
le due corre in quattro punti armonici. 


109. Le coniche circoscrille ad un quadrangolo abed sono segate da una 
trasversale arbitraria in coppie di punti che formano un’ involti/ionc (49). 
Fra quelle coniche vi sono tre paja di rette; dunque le coppie di lati oppo- 
sti [bc, ) , (ca, bd)i {(tb, cd) del quadrangolo incontrano la trasversa- 
le in sei punii a(l^, 6'6, , c’C| accoppiati involutoriamcnie. Viceversa, se i 
lati di un triangolo abe sono segati da una trasversale ne’ pumi db'c\ c se 
questi sono accoppiati in involuzione coi punti a|ò,C| della stessa trasversale , 
le tre rette oa, , bb \ , €c^ concorreranno in uno stesso punto d. 

Sia or dato un triangolo abe , i cui lati 6c, ca, ab seghino una trasver- 
sale in a', 6', c' ; e sta inoltre data una conica, rispetto alla quale i punti 
<ii , Ò, , C| situati nella stessa trasversale siano polì coniugali ordinatamente 
ad a, 6', e. Le tre coppie di punti a’aj , 5'5| , c'C| sono in involuzione (108), 
epperò le rette aa| , bb ^ , ee^ passano per uno stesso punto d. Se di più si 
suppone che a, 6 siano polì ordinatamente coniugati ad a', 6', le polari di 
a', b' sono le rette aa ^ , A5, , talché il polo della trasversale sarà ìt punto d. 
Dunque la polare di c' è eC| , ossìa anche i punti c, t sono poli coniugati. 
Abbiamo cosi il teorema: 

Se ì termini di due diagonali da', bb' d ’ un quadrilate- 
ro completo formano due coppie di poli coniugali rispet- 
to ad una data conica, anche i termini delia terza diago- 
nale cc' sono coniugati rispetto alla medesima conica (**}. 

110. Se un polo percorre una data curva Tm dclT ordine m, avente ^ 
punti doppi e x cuspidi, la retta polare (relativa alla conica fondamentale 


(* Sytttmaiiseht Entuiebelung rfrr Abhùngigkrft g’omftrisfher GfftaUen ran 

ander , brrtin IA32 , p. 30S ( AufR- <0 ). — Mètnotre tur lt$ (ignfs conjoinltt dan$ 

iti coiìigMCt Joitnui <if M. Lioovillk. »rmt p. 3% . 

(**) iOuR, De otto punelis intenretionii trium tuperfìcierum tecuudi ardimi (OiììmIaIi* 
prò vrnia Irgcmli ), R^giomooti (Sto, p. 17. 
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inviluppa ima soconila curva della clasi^c m, dotala di S (angenii doppie e x 
flessi, la quale è anche il luogo dei poli delle reile taiigemi a ('„ (103). 
Le due curve diconsi polari recq>rocAe. 


(a) Se iii conica fomiamentate C, è 
il «Ulema di due rcite concorrenti in un 
ponto I , la polare d' ogni punto o passa 
per I, ed invero essa è la coniugata armo, 
idea di oi rispeUn al paju di retto costi, 
liienli la conica (<3,b);ma la polare del 
punto t é indeterminata (72), cioè qua- 
liimiue retta nel piano può essere coiui. 
derata come polare di i. Donde segue die 
ogni retta passante per t ha intiiiiii poli 
timi siiuaii in un* altra retta passante per 
i, tuenire una retta non passante per i 
ha per unico polo questo punto. 

Perciò se c data una curva delia clas- 
se r, considerata come inviluppo di rette, 
la sua polare reciproca , ossia il luogo dei 
poli delle sue langenli, sarà il sistema dì 
r rcile passanti per i e ordinatamente con* 
iugaie arinonìclie (rispetto alle due rette 
onde consta f,) di quelle r tangenti che 
si possono condurre da i alla curva data. 


(a') Se la conica fondanieiitale 
risgiiardata come inviluppo di seconda clas- 
se, è una coppia di punti oo', il polo di 
ogni retta H giace nella rena oo', e que- 
sta è divisa armonicamente dai polo e dalla 
polare. Però il imlo della retta ou* è inde, 
terminalo, cioè qualunque punto del piano 
può essere assunto come polo di quella 
reità. Ond* è che ogni punto della retta 
oo' ha tnOnile polari tulle mcrociaiiiÌ.si in 
mi altro punio della medesima retta ; men. 
tre un punto qualunque esterno alla oo' 
non lia altra polare che questa retta. 

Dunque, se è data una curva dell’or- 
dine r. la sua polare reciproca , cioè l’in- 
viluppo delle polari de’ suoi punti, è il 
sistema di r punii situati in linea retta 
con oo' , ì quali sono, rispetto a questi 
due, i coniugati armonici di quelli ove la 
curva data incontra la retta oo'. 


(il) Neir ipotesi (a) è evidente die ogni Irilalero coniugalo avrà un ver- 
tice in i,e due lati formeranno un sistema armonico colle due rette costituenti 
la cotiica fondamentale. Viceversa, se un irilalero dato è coniugalo ad una co- 
nica che sia un pajo di rene, queste dovranno tagliarsi in un vertice c for- 
mare un fascio armonico con due lati del trilatero medesinìo ; e in particolare , 
un lato di questo, consideralo come il sìsiema di due rette coincidenti, terrà 
luogo di una conica coniugala al trilatero, (’cr conseguenza, le tre rette coslì- 
tiienii il trilatero contengono i punti doppi delle coniche od esso coniugate, os- 
sia | 92 ; 108 , e) PHesstana della rete formata dalle coniche 
coniugate ad nn Irilalero dato ò il trilatero medesimo. 

111. In virtù dei teorema generale (110), la polare reciproca di una 
conica K rispetto ad un’ altra conica i\ ò una terza conica K' ; le due curve 
Ky A' avendo tra loi^ tal relazione che le tangenti di ciascuna sono le polari 
dei punti dell’altra rispetto a C. Ne’ quattro punti cornimi a la conica 
fondamentale C.^ ò toccala dalle quattro tangenti roinuni a A"; dunque ( 108, d) 
le ire coniche , K , K' sono coniugate ad uno stesso iriangulo. 

(a) Se H ò la polare di un punto r rispetto a A', c se r', /{’ sono il 
polo e la polare di //, r iis|>eno a Tj, è evidente che r sarà il polo di R' 
rispetto a A". 

(h) 1 punti comuni a A’, A' sono i polì, rispetto a delle tangenti 
comuni alle medesime coniche. Donde segue che , se più coniche sono circo- 
scritte ad uno stesso quadrangolo , le loro polari reciproche saranno inscritte 
in uno slesso quadrilatero. E siccome le prime coniche sono incontrate da una 
trasversale arhitraria in coppie di punii formanti un’involuzione, cosi le tan- 
genti condotte da un punto qualunque alle coniche inscritte in un quadrilatero 
sono pur accoppiate involiitoriamente. 
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(c) Se sono date a priori enlrambe le coniche Ky K' y le quali si se* 
ghino ne’ punii obcd ed abbiano le langemi comuni ABCDy la conica rispetto 
alla quale Ky K sono polari reciproche dovrà essere coniugata ( 111 ) al trian- 
golo formato dai punti diagonali del quadrangolo obcd e dalle diagonali del 
(|uadrilatero ABCD (lOS, c). Per determinare completamente questa conica, 
basterà aggiungere la condizione che il punto a sia, rispetto ad essa, il polo 
di una delle quattro rette ABCD (108, f). Donde segue esservi quattro 
coniche, rispetto a ciascuna delle quali due coniche date 
sono polari reciproche. 

(d) Date due coniche ii, A”, la prima di esse sia circoscritta ad un trian- 
golo pqr coniugato alla seconda. Se C ^ nna conica rispetto a cui le date 
siano polari reciproche , e se le rette PQR sono le polari de’ punti pqr ri- 
spetto a il trilatero PQR sarà circoscritto a K\ Ma il triangolo pqr è 
supposto coniugato a K’ y dunque (a) il trilatero PQR sarà coniugalo a K. 
Ossia : 

Se una conica è circoscritta ad un triangolo coniugato 
ad una seconda conica, viceversa questa è inscritta in un 
trilatero coniugato alla prima; e reciprocamente (*). 
Quindi, avuto riguardo al doppio enunciato (108, g): 

Se una conica è inscritta in un triangolo coniugato ad un’ altra conica 
(ossia, se questa è circoscrìtta ad un triangolo coniugato a quella), la polare 
reciproca della seconda conica rispetto alla prima è l’ inviluppo di mia retta 
che tagli armonicamente le due coniche date; e la polare reciproca della prima 
rispetto alla seconda è il luogo di un punto dal quale tirate le tangenti alle 
due coniche date, si ottenga un fascio armonico. 

(e| In generale, date due coniche K, K' y proponiamoci le seguenti qui- 
stioni (**) : 


Quale è V inviluppo di una retta che 
seghi le coniche date in quattro punti ar- 
monici? quante rette dotale di tale prò- 
prieià passano per un punto qualunque, 
ex. gr. per uno de* punti abed comuni alle 
coniche date? Affinché una retta condotta 
per a seghi A', K' in quattro punti ar- 
monici, tre di questi dovranno coincidere 
in o, cioè le sole tangenti che per a si 
possano condurre all’ inviluppo richiesto 
sono le due rette che ivi toccano Puiiao 
I’ altra conica. Dunque l’ inviluppo è una 
conica F tangente alle otto rette che toc- 
cano in abed te curve date. 

Di queste otto rene, le quattro che 
toccano A" sono anche tangenti ( 1 1 1 ) alla 
conica U, polare reciproca di À rispetto 
a K ; ossìa le coniche A", I/, F sono in- 
scritte nello stesso quadrilatero. Dunque, 


Quale è il luogo dì un punto dal quale 
si possa condurre un fascio armonico di 
tangenti alle coniche date? quanti punti 
dotati di questa proprietà esistono in una 
retta qualunque , ex. gr. io una delle tan- 
genti ABCD comuni alle coniche date? E 
evidente che le sole interseziooi della retta 
A col luogo dt cui sì tratta sono i punti 
in cut la retta medesima tocca 1* una o 
r altra conica data. Il luogo richiesto è 
dunque una conica F passante per gli 
otto punti in cui le curve date sono toc- 
cale dalle loro tangenti comuni. 

Dì questi otto punti,! quattro situati 
io A' appartengono anche alla conica £/', 
polare reciproca di A' rispetto a A'; vale 
a dire, le coniche A, ff y F appartengono 
ad uno stesso fascio. Dunque, se un punto 


(*) Hissr , Vorletungen iiber anatvlitrhe Geometrie dei na^met, teipiis ISSI » p. Zis. 

(•*) Staudt, leber dù Kurten 5. Ordnung , J^amberg 1831, p. 25. 
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se una (angcnie di li, non comune a A", di IV , non comune a A', c centro d' un 
sega armonicamente A', A", le cnniclie fascio armonico di rette tangenti a A', A", 
//, F coincidono. Ciò accade quando A' è le coniche li' , F si confondono in una 
circoscritta ad un triangolo coniugato a sola, tiiò accade quando A'' c inscritta in 
A’ (d). un triaogolo coniugato a A' (d). 

Se Cj è una conica rispello alla ipiale A', A” siano polari reciproche, 
evitlenleiiienle le coniche /•', F‘ ( come pure II, W ) sono polari reciproche 
rispetto a Cf 

(f) Siano A’, A", K" Ire coniche circoscritte ad uno stesso ipiadraiigolo 
abtd , e le prime due siano separalainenle circo.scrille a due triangoli coniuga- 
li ad lina medesima conica C. Le coniche II, Il , II", polari reciproche di 
(jiielle prime tre rispetto a l\, saranno iiillc toccale dalle rette ABC’D, pola- 
ri de’ punti abed rispetto a (l>). Dunque (d| la retta 4 sega annnnica- 
menle si le due coniche C^, K , che le due , A" ; cioè le inlerseaioiii di 
Tj con A sono i punti doppi dell' inVoloitione ( quadratica | che le coniche 
del fascio ( Kli ) dclcrniinano sopra A. Di ipii si trae che A taglia armoni- 
camente anche C^, K” , ossia (c); 

Se in due coniche sono separatamente inscritti dite 
triangoli coniugati ad una conica data, qualunque altra 
conica descritta pei punti comuni alle prime due sard pur 
circoscritta ad un triangolo coniugalo alla conica data. 

.tRT. .lil.ìf. Corvo iloNorlUo «la uo pomo, lo Imlloalrlol 
ilol «loalo l'ariliio o«>ii I«sr:ko «Inin. 


liti. Ilipreiidendo il caso generale d' una curva fondaincnlale 0. d'ordi- 
ne qualsivoglia n , cerchiamo di condurre per un dato punto p una retta che 
tocchi ivi la prima polare d' alcun punto o della retta medesima (*|. Le pri- 
me polari passanti per p hanno i loro poli nella retta polare di questo punto. 
Se inoltre p dev’ essere il pnnin di contatto della prima polare con una tan- 
gente condotta dal polo o, anche la seconda polare di o dovrà passare per 
p (70); talchi o sarà una delle intersezioni della retta polare colla conica 
polare di p , cioè po dev’ essere tangente alla conica polare di p. 

Dunque le rette che risolvono il problema sono le due tangenti che da 
p si possono condurre alla conica polare di questo punto , ossia le due t'ndi- 
calrici del punto p (90, c). 

(a) Se p è un punto dell’ Hessiana, la sua conica polare è un pajo di 
rette incrocianiisi nel corrispondente punto o della Sleineriana, pel quale pas- 
sa anche la retta polare di p. I ponti di questa retta sono poli di alirellanle 
prime polari passanti per p ed ivi aventi una comune tangente | 90 , a | ; ilon- 
de segue che questa è un’ indicatrice del punto p. Ma le indicatrici di p so- 
no insieme riunite nella retta po (90, c); dunque (98, h): 

La retta che unisce un punto dell’ Hessiana al cor- 


(*} Cli»!ìch , i. r. p. 280-285, 


A 
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rispondente punto della Steineriana tocca nel primo di 
questi punti tu tic le prime polari passanti per esso. 

Ond’ è che la linea della classe 3 (* 11 — l)(n — 2 ), inviluppo delle tan- 
genti comuni ne’ pumi di contano fra le prime polari (91, b), può anche 
essere dcfinila come I’ inviluppo delle rette che uniscono le 
coppie di punti corrispondenti dell' Hessiana e dellaStci- 
II eri a na (98 , b). 

(b) Data una retta A, in essa esistono 2(n — 2) punti, ciascun dei 
quali, 0 , è il polo d’ una prima polare tangente ad R in un punto p (I03,c|; 
epperò in una retta qualunque vi sono 2(n — 2) punti, per 
ciascuno de’ (jiiali essa i un’ indicatrice. 

Se R h una tangente della curva roudamcntale , nel punto di contatto so- 
no riuniti due punti o ed i due coriispondcnli punti p. 

113. Quale ò il luogo del punto p, se una delle sue indicatrici passa 
per un punto ti.sso i? Ciascuna retta condotta per i contiene 2(n — 2) posi- 
zioni del punto p (Il2,b); ed t rappresenta altri due punti p, corrisfion- 
denti alle due indicatrici dello stesso punto i. Dunque il luogo richiesto è una 
curva L“ dell’ordine 2(n — 2)-i-2 = 2(n— 1), che passa due volte per i. 

Considerando una tangente della curva rondamentale, nel punto di contat- 
to sono riuniti due punti p ; dunque la linea L" tocca C« negli n ( n — I ) 
punti di contatto delle tangenti condotte a questa dal punto i. 

Quando il polo 0 ( 1 12 ) prende il posto del punto i,le (n — l)(n — 2( 
intersezioni della prima colla seconda polare di t sono altrettante posizioni del 
punto p. Viceversa, se p è nella seconda polare di i, la conica polare di p 
passa per t; ma i dee giacere in una tangente condotta da p alla conica pa- 
lare di quest' ultimo punto , dunque anche la retta polare di p passerò per t, 
e conseguentemente p giacerò nella prima polare di i. Quegli (n — l)(n — 2) 
punti sono pertanto i soli che la curva L“ abbia comuni colla seconda polare 
di i; ond’ è che in tutti quei punti le due curve si toccano. Concludiamo 
adunque che la curva L'‘ tocca la curva fondamentale e la seconda polare del 
punto i ovunque le incontra, e gli n(n— I)-t-(n — I)(n — 2) punti di 
contatto giacciono tutti nella prima polare di 1 . 

Siccome la prima polare di 1 presa due volte può considerarsi come una 
linea dell’ordine 2(n— I), e siccome la curva fondamentale e la seconda 
polare di i costituiscono insieme un’altra linea dello stesso ordine; cosi (41) 
per i 2(n — 1 punti, ne’ quali la prima polare di t sega Cn e la seconda 
polare , si può far passare un fascio di curve dell’ ordine 2 ( n — 1 ) , ciascu- 
na delle quali tocchi la curva fondamentale e la seconda polare di t in tutti 
quei punti. Fra le infinite curve di questo fascia, quella che passa per t t Jj‘. 

114. Di qual classe è l'inviluppo delle indicatrici dei punti di una data 
curva Cm d’ordine m? Ossia, quanti punti di questa curva hanno un’ indi- 
catrice passante per un punto i fissato ad arbitrio? Il luogo di un punto p, 
uii’ indicatrice del quale passi per i,ò(I13)una curva dell’ordine 2(n — I ), 
che .segherò C„ in 2m(n — I) punti; dunque in 1 concorrono 2m(n — 1) 
tangenti dell’ inviluppo richiesto. 

Si noti poi che quest’ inviluppo tocca la curva fondamentale ovunque 
essa è incontrata da fo,; e ciò perchò ciascuna di queste intersezioni ha le 
sue indicatrici confuse insieme nella relativa tangente di Cn- Dunque: 
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Le ÌDdicatrici dei punti di una linea d’ordine m in- 
viluppano una linea della classe 3m(n — 1), che tocca la 
curva fondamentale ne’ punti ove ((ucsta ò incontrata dalla 
linea d’ordine m. 

(a) Di qui per m = 1 si ricava che le indiculriri dei punti di una retta 
data inviluppano una curva della classe 3(n— I), la quale tocca in 2(n — 3) 
punti la retta medesima , percht' questa è indicatrice di 2 ( n — 3 ) suoi punti 
(113, l>). 

(b) In virtù del teorema generale or dimostralo, se il punto p percorre 
I’ llessiana che ù una curva dell’ ordine 3(n — 2), le indicatrici di p invi- 
luppano una linea della classe 6 (n — 1 ) (ii — 2 ) ; ma siccome in questo ca- 
so, per ogni posizione di p le due indicatrici si confondono in una retta unica 
(90, c),cosl la classe dell’inviluppo si ridurrà a 3(n — l)(t» — ’d): risul- 
talo già ottenuto altrimenti (91, b; 112, a). 

A quest’ inviluppo arrivano 3 (n — 1 ) (n — 2) tangenti da ogni dato punto 
i; onde ciascuno dei 3(n — l)(n — 2) punti p dell' Hessiana , le indicatrici 
de’ (piali sono le anzideilc tangenti , rappresenta due intersezioni dell’ Hessiana 
colla curva l,“ superiormente determinala (113). 

Riunendo questa proprietà colle altre già dimostrale (113), si ha l'e- 
nuncialo ; 

Dato un punto i, il luogo di un punto p tale che la 
retta pi sia tangente alla conica polare di p è una linea 
dell’ ordine 2(n — 1), che passa due volle per t e tocca 
la curva fondamentale, I’ Hessiana e la seconda polare di 
i ovunque le incontra. 

115. Cerchiamo ora di determinare l’ordine del luogo di un punto p, 
un’ indicatrice del quale sia tangente ad una data curva A'r della classe r , cioù 
indaghiamo quanti punti sianvi in una retta R, dolali di un’ indicatrice tan- 
gente a Kr- Se il punto p si muove nella retta A, le sue indicatrici invilup- 
pano (114, a) una linea della classe 2(n — I), la quale avrà 2r(n — 1) 
tangenti comuni colla data curva K, . Dunque il luogo richiesto è dell' ordine 
2r(n- 1). 

Se consideriamo una tangente comune a Kr ed a C« , nel ronlallo con 
quest’ ultima linea sono riuniti due punti p , pei quali la tangente fa I’ nlfìcio 
d’ indicatrice ; donde s’ inferisce che il luogo richiesto tocca la curva fonda- 
mentale negli rn(n — I) punti ove questa è toccata dalle tangenti comuni a 
Kr, ovvero ( ctò che i la stessa cosa ) ne’ punti in cui la curva fondamentale 
ù incontrata dalla prima polare di K, (104, d|. 

La curva K, ha 3r(n — t)(n — 3) tangenti comuni coll’ inviluppo del- 
le indicatrici dei punti dell' Hessiana ; talchit 3r(n — l)(n — 2) ù il nume- 
ro dei punti comuni all’ Hessiana ed al luogo dell’ ordine 2r(n — 1 ), di cui 
qui si tratta. Dunque: 

Il luogo di un punto dal quale tirate le tangenti alla 
sua conica polare, una di queste riesca tangente ad una 
data curva della classe r,è una linea dell’ordine 3r(n — 1) 
che tocca la curva fondamentale e I’ Hessiana ovun(|ue le 
incontra. 

116. Dati due punti fissi i, j, cerchiamo il luogo di un punto p tale 
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che le rette pi, pj siano polari coniugale (108) rispetto alla conica polare 
di p. E evidente che questo luogo passa per i e per j. 

Sia R una retta condotta ad arhiirio per j , e p un punto di R. 
rette polari di p , i rispetto alla conica polare di p incontrino R ne’ punti 
o, 6; i quali se coincidessero in un punto solo, questo sarebbe il polo della 
retta pi relativamente alla detta conica , talchò si avrebbe in p un punto del 
luogo richiesto. Assunto ad arbitrio il punto a come intersezione di R con una 
retta polare , gli corrispondono n — 1 posizioni del polo p ( i punti comuni ad 
R e alla prima palare di a), e quindi altrettanti punti b. Se invece si assu- 
me ad arbitrio b, come incontro di R colla retta polare di i rispetto ad una 
conica polare indeterminata , il polo p di questa ò nella prima polare di i re- 
lativa alla prima polare di b (69, d), cioè in una curva d’ordine n — 3, 

le intersezioni della quale con R sono le posizioni di p corrispondenti al dato 

punto 4; ond’ è che a questo punto corrisponderanno n — 2 punti a |*). Dun- 
que il numero de’ punti p in il , pei quali a e b coincidono ,è(n— 1)-»-(n — 2); 
e siccome anche j i un punto della curva cercata , cosi questa è dell’ ordine 
(n — l|-i-(n — 2)-s-t=2(n— I). La designeremo con Ij > , perchè , ove 
j coincida con «, essa rientra nella curva L" già considerata (113). 

Sia p il punto di contatto della curva fondamentale con una tangente 
uscita da i; la retta polare di p è pi, tangente in p alla conica polare dello 
stesso punto p, onde, qualunque sia j, la retta pj passa pel polo di pi. 
Dunque p è un punto di , cioè questa linea passa per gli n ( n — 1 ) punti 

di contatto della curva fondamentale colle tangenti che le arrivano da i ; e per 

la stessa ragione passerà anche per gli n(n — 1) punti in cui C„ è toccata 
da rette condotte per j. 

Cerchiamo in quanti e quali punti la curva L’^ incontri la prima polare 
di i relativa alla prima polare di j , la quale chiameremo per brevità feconda 
polare mista de’ punti ij. Se questa seconda polare mista passa per p , vice- 
versa (69, d) la retta polare di i rispetto alla conica polare di p passa per 
j, ossia i punti i, j sono poli coniugali (108) relativamente alla Conica po- 
lare di p. In tal caso , alfìnchè le rette pi , pj siano polari coniugate rispetto 
alla medesima conica, basta evidentemente elle la retta polare di p passi per 
t 0 per y ; epperè p dovrà trovarsi n nella prima polare di i o in quella di 
j. Diinqite la curva L'r passa pei punti in cui la seconda polare mista de’ punti 
ij è segata dalle prime polari de' ponti medesimi. 

Ora siano p, o due punti corrispondenti dell’ Hessiana e della Steineria- 
na , tali che la retta po passi per i . Per esprimere che , rispetto alla conica 
polare di p, le rette pi, pj sono coniugate, basta dire che le rette polari di 
p e j I relative alla conica ) concorrono in un punto di pi. Ma nel caso attua- 
le , la conica polare di p è nn pajo di rette incrneiantisi in o ( 90 , a ) , talché 


(*i VarmcMln il punto a nella reità la prima polare di a genera mi fasrin (77), le mrve del 
qiule determinano in Jt mi’ involuzione del grado n >— I. Ma ad Agni piinin p rnrri«fwnde un plinto 
6; dunque, mi variare di O, il gruppo de* cnrrivpondenti n | punii 6 genera un’ inTnìnzinne del gra« 
do n — t. Anche la prima polare di 6, rispetto alia prima potare dei punto (Issa i, quando ù mrrii 
iMipra /{, di lungo ad un raario*, epperò, col variare di 6, il gruppo de* rorrispondenli N — 2 punti a 
genera un'involuzione del grado n — 3. Dunque, variando vimiillaneatnrnle i punti a, & {vAduconn dae 
inmtdziofli projellive, I’ una del grado n — < 3, I' altra del grado n — * I. I 3n — 3 punti romirni a 
queste iovoluzioni (21, Ir), insieme con j, sono quelli in cui R incuolra il richiesto luogo geninrtrko. 
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per questo piinlo paesano le polari ài p e j (relalive alla conica medesima ). 
K siccome anche pi contiene , per ipotesi , il punto o , cosi p appartiene ad 
L'^ , ossia questa curva passa pei 3(n — l)(ti — 3) punti dell’ Hessiana , le 
cui indicatrici concorrono iu i. Analogamente la curva passa anche pei 
3(n— l)(u — 2) punti dell' Hessiana , le indicatrici de' quali partono da j. 
Dunque : 

Dati due punti i , j , il luogo di un punto p, tale che 
le rette pi, pj siano coniugate rispetta alla conica polare 
di p, è una linea dell’ ordine 2(n— t), che passa: l.” pei 
punti i, j-, 2.“ pei punti in cui la curva fondamentale ? 
taccata dalle tangenti condotte per i o per 3.“ pei punti 
in cui la prima polare di i (o di j ) è toccata da rette 
concorrenti in j (o in i); 4.'’ pei punti dell’ Hessiana, le 
indicatrici de’ quali convergono ad i o a j. 

(a) in altre parole, la linea sega la curva fondamentale e I’ Hessia- 

na ne’ punti ove queste sono toccate dalie due linee t" , U > , che dipendono 
separatamente dai punti i, j (113 ). 

(Il) Se il punto i è dato, mentre j varii descrivendo una retta R, la 
linea L'J genera un fascio. Infatti, essa passa , qualunque sia j ,per4(n — 1 )* 
punti lissi, i quali sono:*1.“ il punto i; 2.“ gli n(n — 1) punti in cui 
t toccala dalle tangenti che passano per i; 3." i 3(n— 1)(« — 2) punti 
dell' Hessiana , le cui indicatrici concorrono in i; 4.“ i 2n — 3 punti nei 
quali (oltre a j che è variahile) R sega L'^ \ questi ultimi non variano, per- 
chi' sono i punti comuni a due involuzioni projcltive , indipendenti dal punto j 
( vedi la noia a pag. 93 ). 

Questa proprietà si dimostra anche cercando quante curve L'i [lassino per 
un dato punto q, quando i sia fisso e j debba trovarsi in una retta R. Sic- 
come le rette qi, qj devono essere coniugate rispetto alla conica polare di q, 
cosi il punto j sarà I’ intersezione di R colla retta che cnngiiinge q al polo 
di qi relativa a quella conica. Dunque ecc. 

Kello stesso mudo si dimostra che, se i è fisso, le curve i'-t passanti per 
uno stesso punto q formano un fascio ; cioè per due punti dati q , q' passa una 
sola curva L'i relativa al punto fisso i; ecc. 

117. La precedente ricerca (116) puii essere generalizzala, assumendo 
una curva-inviluppo invece del punto j , od anche una seconda curva invece 
di t, ovvero una soia curva in luogo del sistema dei due punti. 

Data una curva Kr della classe r e dato un punto i , vogliasi determinare 
il luogo di un punto p tale che la retta pi sia , rispetto alla conica polare di 
p, coniugata ad alcuna delle tangenti che da p ponilo condursi a A',: ovvero 
con altre parole, la retta pi passi per alcuno de’ punti in cui la retta polare 
di p taglia la curva polare reciproca di A'^ rispetto alla conica polare di p ( 1 10 ). 

La curva richiesta passa r volte per i, giacché se il punto p cade in 
i, sonvi r rette pi sodisfacenti all’ anzidetta condizione: quelle cioè che da i 
vanno agli r punti in cui la retta polare di p taglia la polare recìproca di AV 
( relativa alla conica polare dì t ). 

Sia p un punto di la retta polare di p sarà la tangente alla curva 
fondamentale nel punto medesimo. Laonde se questa retta tocca anche K,, p 
sarà un punto della polare reciproca di A'r ( relativa alfa conica polare di p)[ 
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e siccome, qualunque sia i, la rolla pi passa per p, punio comune alla detta 
polare reciproca ed alla retta polare di p, così questo punto apparterrà al 
luogo richiesto. Ond’ è che questo luogo contiene gli rn(n — 1) punti di con- 
tatto della curva fondamentale colle tangenti comuni a AV> 

Se invece p appartiene a e pi è tangente a questa curva in p, la 
stessa retta pi «' la polare di p; ma essa incontra in r punti la polare reci- 
proca di /fr, dunque p è un punto multiplo secondo r per la curva richie- 
sta. Questa ha pertanto fj(n — 1) punti (ry'\ e son quelli ove Cn à toccata 
da tangenti che concorrono in t. 

Sia p un punto dell' Hessiana , o il corrispondente punto della Steineria- 
na. Se po è tangente alla data curva AV, essa sarà coniugata alla retta pi 
rispetto alla conica polare di p; infatti, sì quella tangente che le polari dei 
punti p, I, relative a questa conica, concorrono nel punto o. Donde s’infe- 
risce che p è un punto del luogo che si considera; vale a dire, questo luogo 
passa pei 3r(n— l)(n — 2) punti dell’ Hessiana , le indicatrici de’ quali 
toccano AV. 

Siano ancora p, o punii corrispondenti dell’ Hessiana e della Steineriana ; 
ma po passi per t. Allora, siccome la conica polare di p è un pajo di rette in- 
crociate in 0 , così la polare reciproca di AV rispetto a tale conica sarà ( 110, a) 
un fascio di r rette concorrenti in o. Ond’ è che il punto o rappresenta r in- 
tersezioni si della retta pi che della retta polare di p colla polare reciproca 
di AV, e per conseguenza p tien luogo di r punti consecutivi comuni alla 
curva richiesta ed all’ Hessiana. Dunque il luogo geometrico, del quale si 
tratta, ha un contatto (r)'"'"'" coll’ Hessiana in ciascuno dei 3(n — 1 )(h — 2) 
punti le cui indicatrici passano per t. 

Passiamo da uliimo a determinare I’ ordine della curva in questione. Sia 
H una retta arbitraria condotta per i , e p un punto in R. La retta polare 
di p incontri /I in a, e la polare reciproca di AV { rispetto alla conica pola- 
re di p ) seghi R in r punti b. Se si assume ad arbitrio a, vi corrispondono 
n — I posizioni di p ( le intersezioni di R colla prima polare di a ) e quin- 
di r(n — 1 ) posizioni di b. Se invece si assume ad arbitrio 6, come incon- 
tro di R colla polare reciproca di AV rispetto alla conica polare di un polo 
indeterminato, questo polo giace (104, k) nella prima polare di AV relativa 
alla prima polare di A; la qual curva essendo (104,d) dell’ordine r(n — 2) 
sega R in altrettanti punti p,eda ciascuno di questi corrisponde un punto a. 
Così ad ogni punto a corrispondono r ( n — 1 ) punti b , ed ogni punto b in- 
dividua r(n — 2) punti a; onde la coincidenza di un punto a con uno dei 
corrispondenti punti b avverrà r(n — l)-»-r(n — 2) volle. Ma ove tale coin- 
cidenza si verifichi , il punto p appartiene alla curva cercala. Questa ha dun- 
que r(2n — 3) punti in R, oltre al punto i che è multiplo secondo r; vale 
a dire, essa è dell’ ordine 2r (n — 1 ). 

(a) Analogamente si dimostra che: 

Date due curve AV , A', , le cui classi siano r , s , il luogo di un punto 
p tale che due tangenti condotte per esso, l’ima a AV, L altra a A',, siano 
coniugate rispetto alla conica polare dello stesso punto p, è una linea del- 
1’ ordine 2r*(n — 1 ) , la quale l.“ passa ,s volle per ciascuno degli rn(n — I) 
punti in cui la curva fondamentale Cn ^ toccala da rette tangenti di AV; 
2.° passa r volte per ciascuno degli sn(n— 1) punti in cui Cn è toccala da 
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rclle langenli di A’,; 3.° ha coll' Hcssiaiia un coniano in ciascuno 

dei 3r(n— t)(n — 2) punii le cui indicatrici toccano AV; 4." ha coll’Hes- 
siana medesima un coniano in ciascuno dei 3t(n — l)(n— 2) pumi 

le indicatrici dei ipiali sono langenli a K, , 

(b) Se invece è dato un solo inviluppo A’r della classe r, e si cerca il 
luogo di un punto p tale che due langenli condolle da esso a Kr siano con- 
iugale rispello alla conica polare di p, si trova ima linea dell’ ordine 
rn(r — l|(n — I), la «juale passa r— I volle per ciascuno degli rn(n— 1) 
punti ore la curva foiidanienlalc A toccala da rclle langenli di Kr, ed ha un 
contano (r — l coll’ Hcssiana in ciascuno de’ 3r(ii — •)(» — 2) punii 
di questa curva , le indicatrici de’ quali laccano Kr • 

<1KT. SCSI. Alcune proprlelù delln curvn Heotiliina 
e della Mleineriana. 


IIR. Sia p un puma dell’ Hessiana ed o il corrisponderne pomo della 
Sleineiiana. L’ iillima polare di p H una rena passante per o, i punii della 
quale sono poli d’ allrcllanle prime polari laccate in p dalla rena po ; ma 
fra esse ve n’ ha una dolala d’ un piinlo doppio in p , e il suo polo è o 
(88, d; 90, a; 112, a). 

|a) Siano o, o due punii della Sleineiiana; i poli della iella oo saran- 
no le (n — 1 intersezioni delle prime polari di quei due punii, le quali 
hanno rispclliranicmc per punii doppi i corrispondenti pumi p, p' dell’ Hes- 
siaiia. Assumendo o' infinilamenle vicino ad o, la rena oo' ossia la langenle 
in 0 alla Sleineriana avrà un polo in p; dunque le langenli della 
Steineriana sono le rette polari dei punii dell’ Hessia- 
n a. Ovvero ( 90 , b ) : 

La Sleineriana i l’inviluppo di una retta che abbia 
due poli coincidenti. 

(b) Questo teorema ci mena a delerminare la classe della Sleineriana. 
Le langenli condolle a questa curva da nn piinlo arbitrario i hanno i loro poli 
nella prima polare di t , e questa sega 1’ Hessiana in 3(n — l)(n — 2) pun- 
ti. Dunque la Sleineriana è della classe 3(n — l)(n — 2). 

(c) Siccome i (lessi della curva fondamentale T, sono punii dell’ Hes- 
siana (100), cosi le rette polari dei medesimi, cioè le langenli stazionarie 
di C„, sono anche langenli della Sleineriana. 

I punii della Sleineriana che corrispondono ai flessi di Cr, considerati 
come punii dell’ Hessiana , giacciono nelle Ungenti stazionarie della curva fon- 
damentale ; queste langenli adunque toccano anche la curva della classe 
3(n — 1)(n — 2), inviluppo delle indicatrici dei punii dell’ Hessiana (114, b). 

(d) Secondo il teorema generale (103), l’(n— 1)""' polare dell’ Hes- 
siana , cioè I' inviluppo delle celle polari de’ punti dell’ Hessiana , è una cur- 
va K della classe 3(n — l)(n — 2) e dell’ ordine 3(n — 2)(5n — II), 
■Iella quale fa parie la Sleineriana. 

Se i è r intersezione di due celle langenli alla Sleineriana , ciascuna di 
esse ha nn polo nell’ Hessiana, e per questi due poli passa la prima polare 
di i. Se le due langenli vengono a coincidere, i due poli si confondono in 
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un sol punto, nel quale 1’ Hessiana sarà toccata dalla prima polare di i; ep- 
però quest’ ultimo sarà un punto dell’ ( n — 1 polare dell’ Hessiana , ri- 
guardata come il luogo dei poli delle prime polari tangenti all’ Hessiana me- 
desima. Ma i punti i , ne’ quali può dirsi che coincidano due successive tan- 
genti della Steineriana, sono, oltre ai punti di questa curva, quelli situati in 
una qualunque delle tangenti stazionarie delia curva medesima. Per conseguenza 
la linea A', (n— 1 j”"* polare dell’ Hessiana , è composta della Steineriana e 
delie tangenti stazionarie di questa. Ossia, la Steineriana ha 
3(n — 2)(5n— 11)— 3(n — 2)* = 3(n — 2)(4n— 9) tangenti sta- 
zionarie. 

Della Steineriana conosciamo così 1’ ordine 3(n — 2)% la classe 
3(n — l)(n — 2) ed il numero 3(n — 2)(4n — 9) de’ flessi. Onde , appli- 
candovi le formolo di PlUckeb ( 99, 100), troveremo che la Steineriana ha 

12(n — 2)(n — 3) cuspidi, -^(n — 2)(n — 3)( 3n^ — 9n — 6 ) punti 

3 

doppi e -^(n — 2)(n — 3)( 3n^ — 3n— 8) tangenti doppie. 

Se ai numero delle cuspidi s’ aggiunge due volte quello de’ flessi , se al 
numero delle tangenti doppie si aggiunge quello delle stazionarie, e se il nu- 
mero de’ punti doppi è sommato col numero de’ punti in cui le tangenti sta- 
zionarie segano la Steineriana e si segano fra loro; si ottengono rispettivamen- 
te i numeri delle cuspidi, delle tangenti doppie e de’ punti doppi della com- 
ples.siva curva A' d’ordine 3(n — 2)(6n— 11), (n — 1)"'“ polare del- 
1’ Hcs.siana, in accordo coi risultati generali (103). 

119. Sia oo' una retta tangente alla Steineriana; o il punto di contatto; 
p il corrispondente punto deli’ Hessiana. Le prime polari dei punti di oo for- 
mano un fascio di curve , che si toccano fra loro in p , avendo per tangente co- 
mune po. Fra le curve di questo fascio ve n’ ha una , la prima |>olare di o , 
per la quale p è un punto doppio , e ve ne sono altre 3 ( n — 2 )* — 2 , cioè 
le prime polari de’ punti in cui oo' sega la Steineriana , le quali hanno un 
punto doppio altrove. 

(a) Se oo' è una tangente doppia della Steineriana; o, o' i punti di 
contatto Pi p' i corrispondenti punti dell’ Hessiana ; allora le prime pola- 
ri di tutti i punti di oo' si toccheranno fra loro sì in p che io p'. Dun- 
que ( 118 , d) : 

In una rete geometrica di curve d’ ordine n— 1, vi 

3 

sono — { fj — 2 ) (n — 3 ) (3n* — 3n — 8) fasci, in ciascuno dei 
2 

quali le curve si toccano fra loro in due punti distinti. 

(b) Se nella tangente doppia oo i punti di contatto si riuniscono in o, 
per modo che essa divenga una tangente stazionaria delia Steineriana, anche i 
punti pp' si confonderanno in un solo, e le prime polari dei punti di oo' a- 
vranno fra loro un contatto tripunto in p, punto doppio della prima polare 
del flesso o. 

Inoltre quelle prime polari toccano in p 1’ Hessiana , perchè le tangenti 
stazionarie della Steineriana fanno parte ( 1 1 8 , d ) del luogo de’ poli delle 

13 
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prime polari langeiili all’ Hes<.iana. Donde segue ebe , se o ^ un flesso 
della Slcineriana e p ( il piinlo doppio della prima polare di o, 
la reità pò i langenic all’ Hessiana in p. 

Cosi è anche dimostralo che in una rete geometrica di curve d’ or- 
dine n — 1 , v’ hanno 3(n — 2)(4n — 9) fasci, in ciascun de’ fila- 
li le curve hanno fra loro un contatto Iripunio, cio^ sì osculano 
in uno stesso punto. 

120. Consideriamo una prima polare dotala di due punti doppi p, p , e 
sìa 0 il polo dì essa. Condotta per o una retta arbitraria A, le prime polaiì 
dei punti di II formano un fascio, nel (piale Irovansi 3(n — 2 j'* punti dop- 
pi (88), cioè i 3(n — 2p punti comuni ad A ed alla Slcineriana sono i 
pulì d’ alliellanle prime polari dotate di un punto doppio. .Ma , siccome due 
pumi doppi esistono già nella prima polare di o, così quel fascio avrà sola- 
mente 3 ( n — 2 1’* — 2 altre curve dolale di un punto doppio ; donde s’ infe- 
risce che A taglia la Sleinerìana non più che in 3(n — 2)- — 2 punti, oltre 
ad 0 , cioè 0 è un punto doppio della Sleioeriana. 

Quando A prenda la posizione di P retta polare di p , le prime polari dei 
suoi punti passano mite per p, epperi'i questo punto conta per due fra i 
3(n — 2)^ punti doppi del fascio (88, a). I punti p, p' equivalendo cosi a 
ire punti doppi, il fascio conterrà soltanto altre 3(n — 2)* — 3 curve aventi 
un punto doppio; e ciò toma a dire che la retta P non ha che 3(n — 2|* — 3 
punti comuni colla Slcineriana, oltre ad o. Questo punto equivale dunque a 
tre intersezioni della curva con /*; e lo stesso può ripetersi per P' retta 
polare di p'. 

Per conseguenza ; se una prima polare ha due punti doppi 
p,p',il suo polo 0 è un punto doppio della Steinerigna, 
la quale è ivi toccata dalle rette polari di p, p'. 

Ed avuto riguardo al numero de’ punti doppi della Slcineriana (118, d), 
si conclude; 

In una rete geometrica dell’ordine n— 1, vi sono 

3 

— (n — 2 ) (n — 3 ) (3n* — 9n — 6 ) curve, ciascuna delle quali ha 
due punti doppi (*|. 

121. Imaginisi ora una prima polare dotata di una cuspide p, e siane o 
il polo, lina retta qualunque A condotta per o determina un fascio dì prime 
polari, una delle quali ha una cuspide «in p; perciò il numero di quelle dotale 
dì un punto doppio (88, h) sarà 3(n — 2)^ — 2. Dunque A incontra la 
Sleinerìana in due punti riuniti in o. 

Ma se si considera la retta P polare di p, le curve prime polari dei 
suoi punii passano tulle per p, c fra esse ve u’ ha soltanto 3|n — 2)^—3, 
che siano dolale dì un punto doppio (88, c). Cioè il punto o rappresenta Ire 
intersezioni della retta P colla Sleinerìana ; ed è evidente che tale proprietà è 
esclusiva alla retta P. 

Dunque: se una prima polare ha una cuspide p, il suo 


t*) Stei.tKii, t. e. p. 4-5. 
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polo 0 i II no cuspide della Sleineriana, la quale ha ivi 
per tangeole la reità polare di p (*). 

Ed in causa del numero delle cuspidi della Sleineriana ( 118, d ) ; 

In una rete geometrica dell’ ordine n— t, vi sono 
12(n — 3)(n — 3) curve, ciascuna delle quali è dotata di una 
cuspide. 

122. lina curva C, d’ ordine m incontri l’Hessiana in 3m(n — 2) ponti ; 
le rette polari dì questi punti saranno tangenti si all' (n — 1)'"" polare di 
(103, e| che alla Sleineriana (118, a). Sia p uno di quei punti , ed o quello 
in cui la Stcineriaua è toccata dalla retta polare di p. La prima polare di o 
ha un punto doppio in p, onde ha ivi due punti coincidenti comuni con C».; dun- 
que, siccome l’|n — 1 )"“ polare di C„ è il luogo dei poli delle prime polari 
tangenti a.Cu, (103), cosi o ^ un punto di questa (n — 1 l""* polare. Ossia; 

L’(n — l)""" polare di una data curva d’ ordine m tocca 
la Steìncriana in 3m(n — 2) punti, che sono i poli d’al- 
trettante prime polari aventi i punti doppi nelle interse- 
zioni della curva data coll’ Hessìaua. 

Se m = 1 , abbiamo ; 

Una retta arbitraria R sega l’Hcssiana in 3 (n — 2 ) punti , che sono doppi 
per altrettante prime polari; i poli di queste sono i punti di contatto fra la 
Sleineriana e I’ (n — I polare dì R. 

Ed i evidente che : 

Se R i una tangente ordinaria dell’ Hessiana , I’ ( n — 1 l"” polare dì R 
avrà colla .Steinerìana un contatto quadripunto e 3n — 8 contatti hipiinti. 

Se A è una tangente stazionaria dell’ Hessiana , I’ ( n — t polare di R 
avrà colla Sleineriana un contano sipiinlo e 3(n — 3) contatti bipunii. 

E se A è lina tangente doppia dell’ Hessiana, I’ (n — l polare di A 
avrà colla Sleineriana due conlalli qiiadripunli e 3n — 10 contatti bipunii. 

.tiST. .atXI. ProprlrlA delle ncronde polari. 

123. La prima polare di un punto o rispetto alla prima polare di un 
altro punto o', ossia, ciil che è la medesima cosa (69, c), la prima polare 
di 0 rispetto alla prima polare di o, si è da noi chiamala per brevità (116) 
uconda polare miua de' punti od. Avuto riguarda a questa denominazione, la 
seconda polare del punto o , cioè la prima polare di o rispetto alla prima po- 
lare dì 0 (69, b) puA anche chiamarsi eeeonda polare pura del punto o. 

Se la seconda polare mista de’ punti od passa per un punto a , la retta 
polare di o relativa alla conica polare di a passa per o' (69, d); dunque (108): 

La seconda polare mista dì due punti od è il* luogo di 
un punto rispetto alla conica polare del quale i punti oo' 
siano poli coniugati. 

Ond’ è che , data una retta A , se in essa assiimousì due punti od ì quali 


(*) STEifiER eooDciò che la Sleioeriaaa (da Ini cliiaroata Kerneurve) ha I2(n— 3){n — 3) 
cuspidi \ G. di Ceellk , t. 47 « p. 4 i . Poi Climc-b , arendo trovato lo stesso nuiDero di polari niipidate , 
sospettò che i poli di qneste fossero le cuspidi della Sleineriana, e dimostrò qocsU proprittò pel caso di 
n : 4 ( Vebtr Curven vierUr Ordnung, Gioraalc CaBH,B>BoBcaaai>T, t. S9, ^llao lUI * p. 131). 
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siano coniugali rispello alla conica polare di un punio a , la seconda polare 
misla di oo' passerà per a. Le coppie di punti in A, coniugali rispello alla 
conica suddetta, Tormano un’involuzione i cui punii doppi ef sono le interse- 
zioni della conica colla reità (108). I punii tf sono pertanto i poli di due 
seconde polari pure passanti per a. 

Di qui s’inferisce che, aflìnchi' una seconda polare mista, i cui poli od 
giacciano in A, passi per a, è necessario e sulficienle che oo' dividano armo- 
nicamenle il segmento ef', vale a dire: se oo'tf sono quattro punti armonici, 
la seconda polare misla di od passa pei poli di tulle le coniche polari conte- 
nenti i punti tf. Ora , quando una conica polare passa per due punti ef, il 
suo polo giace si nella seconda polare pura di e che in quella di f (69, a); 

gli ( n — 1^ punti comuni a queste due seconde polari sono poli d’ allrellan- 

le coniche polari passanti per tf, epperò sono anche punti comuni a tutte le 
seconde polari miste che passano per a ed hanno i poli in A. 

Dunque le seconde polari miste passanti per un punto dato e aventi i 

poli in una data retta formano un fascio d’ ordine n — 2. 

Se una seconda polare misla i cui poli giacciano in A dee passare per 
due punti ab , essa è pienamente e in modo unico determinata. I punti di A , 
coniugali a due a due rispetto alla conica polare di a, formano un’ involuzio- 
ne -, ed una seconda involuzione nascerà dal punto b. I punti coniugati comuni 
alle due involuzioni (2S,h) sono i poli della seconda palare misla richiesta. 

Concludiamo adunque che le seconde polari pure e miste i 
cui poli giacciano in una data retta formano una rete geo- 
metrica dell’ ordine n — 3. Inoltre, le seconde polari pure dei punti 
della retta data formano una serie d’ indice 2 ; cioè per un punto arbitrario a 
passano due seconde polari pure i cui poli giacciono nella retta data ( e nella 
conica polare di a ). E il luogo de’ punti doppi delle seconde polari pure e 
miste de’ punti della retta data, cioè I’ Hessiana della rete anzidetia, è una 
curva dell’ ordine 3 ( n — 3 ) ( 92 ). 

124. Abbiamo or ora osservato che per due punti ef della data retta A 
passano ( n — 2 coniche polari , i poli delle quali sono le intersezioni delle 

seconde polari pure di e, f. Se questi due punti s’ avvicinano indefinitamente 

sino a coincidere in uno solo f, avremo ( n — 2 coniche polari tangenti in f 
alla retta A , e i loro poli saranno le intersezioni della seconda polare pura 
di f con quella del punto infinitamente vicino in A, vale a dire, saranno al- 
trettanti punti di contatto della seconda palare pura di f colla seconda polare 
della retta data ( la curva inviluppo delle seconde polari pure de’ punti di A, 
ossia il luogo de’ poli delle coniche polari tangenti ad A ( 104) ). 

Si è inoltre notato che, se oo'tf sono quattro punti armonici (in A), 
la seconda polare mista di od passa per le (n — 2)^ intersezioni delle secon- 
de polari pure di t, f. Ora, supposto che tf coincidano in un sol punto f, 
anche uno degli altri due ( sia d ) cadrà in f ( 4 ) ; dunque la seconda pola- 
re mista di due punti of in A passa per gli ( n — 2 )^ punti in cui la secon- 
da polare pura di f tocca la seconda polare di A. Ossia ; 

La curva d’ ordine 2(n — 2), seconda polare di una 

retta A, tocca in (n — 2)^ punti la seconda polare pura di 
un punto q II a I II n i| u e o di A. I 2 ( n — 2 )^ p ii n l i in cui la se- 
conda polare di A è toccata dalle seconde polari pure di 
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(]iic punii 0 , o' (li R, giacciono In Ili in una slessa curra 
d’ ordine n — 2, che i la seconda polare mista de’ punti oo'. 

(a) Di qui si piu'i dedurre che la seconda polare di una retta ha, ri- 
spetto alle seconde polari pure e miste de’ punti di <piesla retta , tutte le pro- 
prietà e relazioni che una conica possiede rispetto alle rette che la toccano o 
la segano. 

(h) Nè questo importante risultato è proprio ed esclusito alle curve se- 
conde polari, ma appartiene ad una rete qualsivoglia. Data uua rete geometri- 
ca di curve d’ ordine m , fra queste se ne assumano iniinite formanti una serie 
d’ indice 2 ; il loro inviluppo sarà una linea tangente a ciascuna curva invilup- 
pala negli m* punti in cui questa sega I’ inviluppata successiva. Ma per un pun- 
to arbitrario passano solamente due inviluppale; anzi queste coincidono, se il 
punto è preso nella linea-inviluppo. Donde segue che I’ inviluppo non può in- 
contrare un’ inviluppala senza toccarla ; e siccome queste due linee si toccano 
in punti, cosi l'inviluppa delle curve della serie proposta è una linea 
dell’ ordine 2m. 

Tulle le curve di una rete, passanti per uno stesso punto, formano un 
fascio. Ora , i punti di contatto fra l’ inviluppa ed un’ inviluppata nascono 
dall' intersecarsi di questa coll’ inviluppala successiva ; dunque essi costituiran- 
no la base d’ un fascio di curve della rete. Ossia tutte le curve della rete , 
passanti per un punto ove l’ inviluppo sia tangente ad una data inviluppata , 
passano anche per gli altri n? — 1 punti di contatto fra l’ inviluppo e I’ in- 
viluppala medesima. 

Per due punti in cui I’ inviluppo sia toccalo da due inviluppale dilTereuli 
passa una sola curva della rete. Ond’è che una curva qualunque, la quale 
appartenga bensì alla rete ma non alla serie , intersecherà la linea-inviluppo 
in 2m^ punti, ore questa è toccala da due curve della serie. 

(c) Ilitomando alla seconda polare della retta A, gli (n — 2)^ punti 
di contatto fra questa curva e la seconda polare pura di un punto o di A 
compongono la base di un fascio di seconde polari miste, i cui poli sono o 
ed un punto variabile in A. Se due di quei punti di contatto coincidano in 
un solo , le curve del fascio avranno ivi la tangente comune , e per una di 
esse quel punto sarà doppio (47). Questo punto apparterrà dunque alla curva 
Hessiana della rete formala dalle seconde polari pure e miste dei punti di 
A (123). Ossia in ciascuna delle 6 ( n — 2 ) ( n — 3 ) intersezioni di quest’ Hes- 
siana colla seconda palare di A , quest' ultima curva ha un contatto quadri- 
punto con una seconda polare pura ( il cui polo è in A ), la quale tocca la 
medesima curva in altri ( n — 2 )^ — 2 punti distinti. 

125. La seconda palare della retta A può anche essere considerala come 
il luogo delle intersezioni delle curve corrispondenti in due fasci projellivi. 
Siano oo' due punti fìssi, ed t un punto variabile in A. La seconda polare 
mista di oi e la seconda palare mista di o't s’ intersecano in ( n — 2 )^ punti 
che appartengono alla seconda polare di A, perchè in essi ha luogo il con- 
tatto fra questa curva e la seconda polare pura di i (124). Variando ■ 
in A, mentre oo' rimangono fissi, quelle due seconde polari miste generano 
due fasci projellivi dell’ ordine n — 2 ; ed il luogo de' punti comuni a dne 
curve corrispondenti è appunto la seconda polare di A. 

Ai ]iunii oo' se ne possono evidentemente sostituire due altri qualunque 
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presi in I! , perchè le (n — 2)* iiilerserioni delle seconde polari luisle di oi 
e di oi altro non sono che i [»>li di /I rispellu alla prima polare di i (77). 
Donde si ricara cpiest' altra defìniziune ( 8(> ) : 

La seconda polare di una rolla é il luogo de’ poli di 
questa retta rispetto alla prima polare di un punto varia- 
bile nella retta in e desi in a (*). 

(a) Questa deiìiiizinne conduce spoulaneaniente ad un' importante genera- 
lizzazione, Date due rette Jt, R', quale è il luogo dei poli dell’ima rispetto 
alla prima polare di un punto rariahilc nell’altra? Fissati ad arhitrio due 
punti oo' in e preso un punto qualunque t in lì, le seconde polari miste 
de’ punti oi ed o'i si segano in (ii — 2)^ punti , che sono i poli di li rispet- 
to alla prima polare di i. Variando i in II, quelle seconde |M)lari miste gene- 
rano due fasci projeltiii deli’ ordine ii — 2; ed il luogo de* punti ore si se- 
gano due curve corrispondenti è una linea dell’ordine 2(ii — 2), la quale è 
evidentemente la richiesta. Ad essa può darsi il nome di tnonila polart mina 
delle rette IIR', per distinguerla dalla seconda polare pura di II, superior- 
mente definita. 

(h) Come la seconda polare pura di /} è il lungo di un punto la cui 
conica polare è toccata da R, cosi la seconda polare mista di due 
rette RR' i il luogo di un punto rispetto alla conica pa- 
lare del quale le rette RR' siano coniugale. Infatti: se la se- 
conda polare mista di oi e quella di o'i passano per un punto a , la retta 
polare di ■ rispetto alla conica polare di a passa per o e per o' (123), cioè 
i è il polo di R' rispetto a quella conica , c. d. d. 

(c) Se nella precedente ricerca (a) si pone il punto i all’intersezione 
delle rette RR' , troviamo che la seconda polare mista delle rette medesime 
passa per gli ( n — 2 j’ punti comuni alla seconda polare mista de’ punti oi ed 
alla seconda polare mista de’ punti o'i, ossia (124) per gli (n — 2)^ punti 
in cui la seconda palare pura del punto i tocca la seconda polare pura della 
retta R'. Dunque; 

La seconda polare pura del punto comune a due rette 
tocca le seconde polari pure di queste, ciascuna in (n — 2)’‘ 
punti. I 2(n — 2)^ punti di contatto giacciono tulli nella se- 
conda polare mista delle rette medesime. 

1 26. Se la seconda polare mista di due rette RR', concorrenti in un dato 
punto I, dee passare per un altro punto pur dato o,è uecessario e siilficicote 
(125, h) che ipiellc due rette siano coniugale rispetto alla conica polare di 
0 , cioè eh’ esse formino un sistema armonico colle rette EF che da i si pos- 
sono condurre a toccare quella conica. Ossia , se le rette RR'EF formano un 
fascia arinouico, la seconda polare mista di RR' passa pei poli di tulle le co- 
niche polari tangenti alle rette EF. Ora, se una conica polare tocca queste 
due rette, il polo giacerà nelle seconde polari pure d’ entrambe ( 104 , h j 124 ) ; 
dunque le 4 ( n — 2 )^ intersezioni di queste due curve sono poli d’ allrellantc 
coniche pobri inscrille nell’ angolo EF, eppcrò sono punti cornimi a tulle le 
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seconde polari miile passami per o c rclaiive a relle passami per i. Ond’ è 
rhe qiicsie seconde polari miste formano un fascio. 

Da ciìi consegue che per due pumi dati oo' passa una sola seconda polare 
mista relativa a due rette (non date) concorrenti in un dato punto i. Vale a 
dire, le seconde polari pure e miste delle rette passanti 
per un dato punto formano una rete geometrica di curve 
dell’ordine 2(n — 2). 

Di qual indice i> la serie delie seconde polari pure di tutte le rette pas- 
santi pel dato punto i? Cerchiamo quante di tali seconde polari passino per un 
punto arbitrario o. L’ inviluppo delle rette le cui seconde polari ( pure ) passano 
per 0 A la conica polare di questo medesimo punto (104, g); ad essa arri- 
vano due tangenti da i ; dunque per f passano due sole rette le cui seconde 
polari (pure) contengano il punto o. Ossia le seconde polari pure 
delle rette passanti per un punto dato formano una serie 
d’indice 2. 

127. Sia p un punto comune alla seconda polare pura di R ed all’ Hes- 
siana (della curva fondamentale C»). Come appartenente alla prima di queste 
curve , p sari il polo di una conica polare tangente ad 7{ ; e come appartenente 
all Hessiana, lo stesso punto avrà per conica polare un pajo di rette incro- 
ciantisi nel punto corrispondente o della Sleineriana. Ond’ è che i punti comuni 
all’ Hessiana ed alla seconda polare di R saranno tanti , quante sono le inter- 
sezioni di R colla Steineriana , cioè .3 ( n — 2 )’. Dunque ; 

La seconda polare pura di nna retta qualunque tocca 
I' Hessiana dovunque I’ incontra, cioè in 3(n — 2)* punti. 

Siccome la conica polare di p è formata da due rette concorrenti in o, 
cosi la retta R, che passa per o, ha, rispetto a quella conica, infiniti poli 
situati in un’altra retta pur concorrente in o (HO, a). l..ionde una retta R' 
condotta ad arbitrio (non per o) contiene un polo di R relativo alla conica 
polare di p; ossia (I2S, b) p è un punto della seconda polare mista delle 
rette RR'. Dunque; 

1 6(n — 2)* punti in cui I’ Hessiana è toccata dalle se- 
conde polari pure di due rette date giacciono tutti nella 
seconda polare mista delle rette medesime. 

Le seconde polari pure delle rette passanti per nn dato punto t formano 
(126) una serie d’ordine 2(n — 2) e d’indice 2; epperò sono inviluppale 
(124, b) da una linea dell’ordine 4(n — 2). Questa linea è composta del- 
I’ Hessiana e della seconda polare pura del punto < (125, c) ; e gli 8(n — 2)^ 
pumi, in cui le seconde polari pure di due fra quelle rette toccano l’ Hessiana 
e la seconda polare pura di i, giacciono tutti nella seconda polare mista delle 
mede.sime due relle. 

(a) Si è dimostralo che la seconda polare (pura) di R tocca l' Hessiana 
in p; inoltre anche la seconda polare (pura) di o passa per p, giacché que- 
sto punto è doppio per la prima polare di o. D’ altra parte la seconda polare 
(pura) di 0 e la seconda polare (pura) di R (retta passante per o) si tocca- 
no ovunque s’ incnnirann (124); dunque: 

L’ Hessiana, in un suo punto i|iialnnque, è tangente 
alla seconila polare (pura) del corrispondente punto della 
Steineriana. 
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(b) Da ciò segue che la tangenle in p all’ Hcssiana ò la coniugala ar- 
monica di po rispelto alle due rette che toccano la prima polare di o nel punto 
doppio p (74, c)j e se la prima polare di o ha una cuspide in p, la tan- 
gente cuspidale tocca ivi anche I’ Hessiana. 

Analogamente , la tangente in o alla Sleineriana ò la coniugata armonica 
di op rispetto alle due rette che formano la conica polare di p. 

( c ) Se si considera una seconda retta K passante per o , la seconda po- 
lare pura di R toccherà aneli’ essa 1’ Hessiana in p. Viceversa : le rette le cui 
seconde polari pure passano per p sono le tangenti della conica polare di p 
(104, g); ma questa conica si risolve in due rette passanti per o; dunque le 
rette, le cui seconde polari pure contengono il punto p, passano tutte per o. 

Ossia, I’ Hessiana è toccata in p dalla seconda polare pura di o e dalle 
seconde polari pure e miste di tutte le rette passanti per o. 

( d ) Siccome i contatti dell’ Hessiana colla seconda polare ( pura | di una 
retta R corrispondono alle intersezioni di R colla Sleineriana , cosi , se R tocca 
questa curva in un punto o , la seconda polare ( pura ) di R avrà un contatto 
quadripunto coll’ Hessiana nel corrispondente punto p, e la toccherà semplice- 
mente in 3 (n — 2)’ — 2 altri punti. 

Le rette tangenti alla conica polare d’un punto i sono le sole (104, g), 
a cui spettina seconde polari pure passanti per i. .Ma ipiella conica ha 
6 ( n — 1 ) ( n — 2 ) tangenti comuni colla Sleineriana ; duntpie la serie formata 
dalle seconde polari pure (di rette) aventi un contatta qnadripunto coll’ Hes- 
siana ò dell’ indice 6(ri— l)(n — 2). 

Se R i una tangenle doppia della Sleineriana, la seconda polare (pura) 
di R avrà coll’ Hessiana due contatti quadripunii e 3(n — 2)^ — 4 contatti 
bipunti. 

E se Zi è una tangente stazionaria della Sleineriana , la seconda polare 
(pura) di R avrà coll’ Hessiana un contatto sipunto, oltre a 3(n — 2)^ — 3 
contatti bipunti. 

128. Quali sono le rette le cui seconde polari (pure) hanno un punto 
doppio? Siccome la seconda polare (pura) di una retta /{ è il luogo dei poli 
delle coniche polari tangenti ad R, cosi, se quella seconda polare ha un punto 
doppio, è necessaria che vi sia una conica polare avente piò di due punti co- 
muni con R, cioè una conica polare che si risolva in due rette, una delle 
quali sia R. Dunque; 

Le rette cui spettano seconde polari (pure) dotate di 
punto doppio sono quelle che a due a due costituiscono 
le coniche polari dei punti dell’ Hessiana. E i punti doppi 
delle seconde polari (pure) di quelle rette sono gli stessi 
punti dell’ Hessiana. 

La seconda polare ( pura ) di un punto qualunque i sega I’ Hessiana in 
3 ( n — 2 )^ punti , poli di altrettante coniche polari passanti per ■ , ciascuna 
delle quali è il sistema di due rette. Dunque: 

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti 
dell’ Hessiana inviluppano una curva della classe 3(n — 2j*. 

129. La seconda palare mista di due rette RR' è il luogo di un punto 
alla conica polare del quale condotte le tangenti dal punto RR, queste tangenti 
formino colle rette date un fascio armonico. Tali coniche polari costituiscono 
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una serie d'indice 3|n — 3)^, lami essendo i punii in cui quella seconda po- 
lare mista è intersecala dalla seconda polare (pura) di un punto arbitrario; 
dunque fra quelle coniche re ne sono 4 ( n — 3 )* tangenti ad una retta qual- 
sivoglia data ( 85 ). 

Ora sia data una conica qualunque C, e si domandi il luogo di un punto 
la cui conica polare sia inscritta in un triangolo coniugalo a T. Sia a un pun lo 
arbitrano ed A la retta polare di a rispetto a C. Vi sono 4 ( n — 3p coniche 
polari tangenti ad ^4 e a due rette concorrenti in a e coniugale rispetto a C , ossia 
4(n— ■3)’^ coniche polari inscritte in triangoli coniugali a C, un lato dei 

quali sia in A- Ma le coniche polari tangenti ad A hanno i loro poli nella se- 

conda polare pura di A', dunque il lungo richiesto ha 4(n — 3)^ punti co- 
muni colla seconda polare pura di una retta arbitraria , sale a dire , è una curva 
dell’ ordine 2 ( n — 2 ). 

Quando un triangolo coniugalo alla conica C abbia un vertice o sulla 
curva , due lati coincidono nella tangente ed il terzo è una retta arbitraria pas- 
sante per 0 . Dunque, se il punto o appartiene anche alla Steineriana , cioA se 
0 ^ il punto doppio della conica polare d’ un punto p dell' Hessiana, questa 
conica puh risguardarsi come inscritta in quel triangolo. Per conseguenza ; 

Il luogo di un punto, la conica polare del quale sia 
inscritta in un triangolo coniugato ad una conica qualsi- 
voglia data, è una linea dell’ ordine 3(n — 2), che sega 

I’ Hessiana ne’ punti corrispondenti alle intersezioni del- 
la Steineriana colla conica data. 

Questa linea d’ordine 3(n — 2), quando la conica data degeneri in un 
pajo di rette , non è altro che la seconda polare mista delle rette medesime. 

Cosi ad una conica qualunque corrisponde una determinata curva d’ordine 
2(n — 2). E pel teorema (111, f) è evidente che a più coniche circoscritte 
ad unn stesso quadrangolo corrispondono altrettante curve d’ ordine 2 ( n — 2 ) 
formanti un fascio. 


Il 
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SEZI0ì\ìE III. 

CURVE DEL TERZ’ ORDINE. 


Art. A.Y11. 1.* lIcMiana « la Ca^-lej^ana di nna curva 
del lers* ordine. 


130. Applichiamo le teorie generali precedentemente esposte al caso che 
la curva fondamentale sia del terz' ordine, vale a dire una cubica C-^t che 
supporremo priva di punti multipli; ond' essa sarà della sesta classe (70) ed 
avrà nove flessi (100). 

(a) Un punto qualunque è polo di una conica polare e di una retta po- 
lare (68). 

Per due punti presi ad arbitrio passa una sola conica polare (77, a ). 
Tutte le coniche polari passanti per un punto o hanno altri tre punti o,o^o-, 
comuni, e i loro poli giacciono in una retta, che è la polare di ciascuno di 
quei quattro punti 00 | 0 » 0 ;,. 

Una retta ha dunque qucUlro poli; essi sono i vertici del quadrangolo 
inscritto nelle coniche polari dei punti della retta. 

Tutte le rette passanti per uno stesso punto o hanno i loro poli in una 
conica, la quale è la conica polare del punto o (69, a). 

(b) La retta polare di un punto o rispetto alla conica polare di un 
altro punto o coincide colla retta polare di o rispetto alla conica polare di 
o' (69 ,c). Ond’ è che, se da o si conducono le tangenti alla conica polare 
di o', e da o' le tangenti alla conica polare di o, i quattro punti di contatto 
giacciono in una sola retta : la $tconda polare mista de’ punti oo (123 ). 

( c ) Da un punto qualunque o del piano si possono , in generale , con- 
durre sei tangenti alla cubica data , poiché questa è una curva della sesta 
classe. I sei punti di contatto giacciono tutti nella conica polare del punto o. 

(d) Ma se 0 è un punto della cubica, questa é ivi toccata si dalla retta 
polare che dalla conica polare del punto medesimo, in questo caso , da o par- 
tono sole quattro rette, tangenti alla cubica in altri punti. Ed i punti di con- 
tatto sono le quattro intersezioni di questa curva colla conica polare di o (71). 

131. Sia 0 un punto delia cubica, la quale intersechi la conica polare 
del medesimo (oltre ai toccarla in o) in abcd: onde le rette o(a,6,c,d) 
saranno tangenti alla cubica rispettivamente in abcd (130,d). 

Una tangente è incontrata dalla tangente iiifìnitamenle vicina nel suo 
punto di contatto (30); quindi, se o' è il punto della cubica successivo ad o, 
le quattro rette d(a, b , c, d) saranno le quattro tangenti che si possono 
condurre da o'. Siccome poi la conica polare di o tocca la cubica in o e la 
sega in abcd, cosi i sei punti oo'abcd giacciono tutti in essa conica, epperh 
i due fasci o{a,b,c,d), o{a,b,c,d) hanno lo stesso rapporto anarmo- 
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nico (62). Ciì> significa che il rapporto anaroionìco delle quattro tangenti con- 
dotte alla cubica da un suo punto o non cambia passando al punto successi- 
lo; ossia: 

Il rapporto anarmonico del fascio di quattro tangen- 
ti, die si possono condurre ad una cubica da un suo pun- 
to qualunque, è costante (*). 

(a) Di qui si ricava che, se o[a,b,c,d] , o(d,b',t,d) sono i due 
fasci di tangenti relativi a due punti qualisivogliano o, o' della cubica, i 
quattro punti in cui le tangenti del primo fascio segano le corrispondenti del 
secondo giacciano in una conica passante per od (62). La corrispondenza 
delle tangenti ne' due fasci può essere stabilita in quattro maniere diverse , 
percliò il rapporto anarmonico del fascio o{a, b , c , d j è identica (1) a quel- 
lo di ciascuno de’ tre fasci o(b , a, d ,c) , a{e,d,a,b), o(d, c ,b ,a)-, 
dunque i sedici punti ne' quali le quattro tangenti condotte per o intersecano 
le quattro tangenti condotte per o' giacciono in quattro coniche passanti per oo'. 

(b) Il rapporto anarmonico cManlt delle quattro tangenti, che arrivano 
ad una cubica da un suo punto qualunque , può essere chiamato rapporto anar- 
monico della cubica. 

Una cubica dicesi armonica quando il suo rapporto anarmonico è I’ uni- 
tà negativa, cioè quando le quattro tangenti condotte da un punto qualunque 
della curva forniano un fascio armonico. 

Una cubica si diri eguionarmonica quando il suo rapporto anarmonico 
sia una radice cubica imaginaria dell’ unità negativa, cioè quando le quattro 
tangenti condotte da un punto della curva abbiano i tre rapporti aoarroonici 
fondamentali eguali fra loro ( 27 ). 

132. Se la conica polare di un punto o i un pajo di rette che si se- 
ghino in o', viceversa la conica polare di o' è un pajo di rette incrociate 
in o (78). Dunque il luogo de’ punti doppi delle coniche polari risolventisi 
in paja di rette è anche il luogo de' loro poli , cioè la Steineriana e I’ Hes- 
siana sono una sola e medesima curva del terz’ ordine ( 88 , 90 ). 

(a) Inoltre, siccome la retta oo' tiene il luogo di due rette congiungenti 
due punti o , o' dell’ Hessiana ai corrispondenti punti o', o della Steineriana , 
cosi l’ inviluppo di oo’, che secondo il teorema generale ( 98 , b ) sarebbe del- 
la sesta classe , si ridurrà qui alla terza classe (**). 

( b ) I punti 0 , d sono poli coniugati rispetto ad una qualunque delle 
coniche polari (98, b), le quali costituiscono una rete geometrica del se- 
cond’ ordine. Dunque : 

Il luogo delle coppie di poli coniugati relativi ad una 
rete di coniche è una curva del terz’ ordine (I’ Hessiana 
della rete) (***). 

(c) Nella teoria generale è dimostrato che la Steineriana io un suo 


{*) StLMON, nAtrémeM tur lei comrbel de troiiiéme degré (Cionule di Culli, t 4Z, B«rli- 
00 ISSI , p. J7t ). — Digher ptane nrvei, p. ISI. 

•* CiTLCY, Mémoire tur lei eouebei du tnieiime ordre (Joorait de M. Lioovills, loul 
1811, p. 190), 

(•••) Hi»i , leier die trendepunete u. ». te. p. lOS. 
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puma <|iialunque è (occala dalla reità polare del corrisponderne puma delP Hes- 
siana (118), e che I' Hessiana li toccala in un suo punto qualunque dalla se- 
conda polare del corrispondente punta della Sicineriana (127, a). Nel caso 
della curva di lerz’ ordine, queste due proprietà si conrondono in una sola, 
ed à che la tangente all’ Hessiana in o à la retta polare di o ; ossia ; 

L’ Hessiana à I’ inviluppo delle rette polari de’ suoi 
punti. 

Questo teorema somministra le sei tangenti che arrivano all' Hessiana da 
un punto arbitrario i. Infatti, le rette polari passanti per i hanno i loro poli 
nella conica polare di i, la quale incontra I’ Hessiana in sci punti; ciascuno 
di questi ha per retta polare una tangente dell’ Hessiana , concorrente in i. 
Naturalmente i punii di contatto di queste sei tangenti giacciono nella conica 
polare di t relativa all' Hessiana. 

133. Siano o, o (fig. 8.*) due poli coniugati (rispetto alle coniche po- 
lari); la conica polare di o sarà il sistema di due rette ah, cd concorrenti 
in 0 , e la conica polare di o sarà formata da due altre rette ad, bc incro- 
ciantisi in o. Se le due coniche polari si segano mutuamente in abed, questi 
saranno ( 130, a ) i poli della retta oo', e le rette ac, bd, il cui punto comune 
sia u, formeranno la conica polare di un punto u' situato nella retta od. 
Dunque u, u' sono due nuovi poli coniugati; cd u' è il terzo punto d’inter- 
sezione dell’ Hessiana colla retta od. 

La retta polare di d rispetto alla cubica fondamentale coincide (69, b) 
colla polare di d rispetto alla conica formata dalle due rette ad, be', dun- 
que ( 1 32 , c ) la tangente in o all’ Hessiana è la retta ou , coniugata ar- 
monica di od rispetto alle ad, be: proprietà che poteva anche concludersi 
dal teorema (127,b). Analogamente la tangente all’ Hessiana in d i du. 
Dunque ; 

Le tangenti all’ Hessiana in due poli coniugati o, d 
concorrono nel punto di questa curva, che è polo coniu- 
gato alla terza intersezione della medesima colla retta od. 

( a ) Due punti di una cubica chiamansi eorrinpondenli , quando hanno 
lo stesso tangenziale (39, b), cioè quando le tangenti in essi incontrano la 
curva in uno stesso punto. 

Usando di questa denominazione possiamo dire che due poli coniugati ri- 
spetta ad una rete di coniche sono punti corrispondenti dell’ Hessiana di que- 
sta rete, 

I b ) Siccome le rette polari di o , o' concorrono iii u , cosi la conica po- 
lare di u passerà per o e per o'. Ma u i un punto dell' Hessiana ; dunque la 
sua conica polare con-sta della retta oo' e di una seconda retta passante per u'. 
Ossia ; 

Una retta la quale unisca due poli coniugati o, o', e 
seghi per conseguenza I’ Hessiana in un terzo punto u’, 
fa parte della conica polare di quel punto u che è polo 
coniugato ad u'. 

I,e rette che costituiscono le coniche polari dei punii dell’ Hessiana invi- 
luppano una curva di terza classe (128). Essa coincide adunque coli' invilup- 
po della retta che unisce due punti corrispondenti dell’ Hessiana (132, a). 

A questa curva daremo il nome di Cayleyana della cubica data, in onore 
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deir ilUisIre CiVLEr , che ne trovò e dimostrò le più inleressonli proprietà in 
lina sua elegantissima Memoria analitica (*). 

(c) Le tangenti che da un punto qualunque o dell’ Hessiana si possano 
condurre alla Cayleyana sono la retta che unisce o al suo polo coniugato o, 
e le due rette formanti la conica polare di o'. 

(d) Se abcd sono i quattro poli di una retta R, le coppie di rette {bc ,ad), 

( ca , bd), {ab, ed) costituiscono tre coniche polari, i cui poli giacciono in 
A; dunque i punti di concorsa di quelle tic coppie di rette appartengono al- 
r Hessiana. Ossia; 

L’ Hessiana è il luogo de’ punti diagonali, e la Cayle- 
yana è l’inviluppo dei lati del quadrangolo completa ì 
cui vertici siano i quattro poli dì una retta qualunque. 

134. Siano ad, bb‘ due coppie di poli coniugati; c il punto comune alle 
rette ab , db' ; c' quella ove sì segano le ab ' , db. A llora adbb'ec saranno i 
sei vertici di un quadrilatero completo; e siccome i termini delle due diago- 
nali ad , bb' sono , per ipotesi , poli coniugali rispetto a qualsivoglia conica 
polare, cosi anche i punti cc' saranno poli coniugali rispetto alla medesima rete 
di coniche (109). Dunque; 

S e abe sono tre punti dell’ Hessiana in linea retta, i 
tre poli db'e' coniugati a quelli formano un triangolo i cui 
lati b'e’ , c'd , db’ passano per a, b , c. 

Donde si ricava che, dati due poli couingati oa’ ed un altro punto b 
dell’ Hessiana, per trovare il polo coniugalo b' , basta tirare le rette ba, bd 
che seghino nuovamente questa curva in c, c'; il punto comune alle ca',c'aò 
il richiesto (**|. 

(a) Le rette condotte da un punta qualunque o dell’ Hessiana alle coppie 

di poli coniugati formano un’involuzione (di secando grado). Infatti; se una 
retta condotta ad arbitrio per o sega I’ Hessiana in a e 6 , i poli d , b' con- 
iugali a questi sono pure in linea retta con o;onde le rette ooi , oa'ò' sono cosi 
tra loro connesse che I’ una determina I' altra in modo unico. Dunque ecc. 

(b) Viceversa, dati sei punti oa', hb' , cc', il luogo di un punto o, tale 

che le coppie di rette o{a, a’), o(6, b ), o(c, c') siano in involuzione, ò 
una curva del terz’ ordine, per la quale ad, bb' , cc' sono coppie di punti 
corrìspondenli (***). 

135. Quando due de’ quattro poli (poli eongiuniij di una retta coincidano 

in un solo o, questi* appartiene all’ Hessiana (90, b), e tulle le coniche po- 
lari passanti per esso hanno ivi la stessa tangente oo'. Siano (Hg. 8.*) o,Oj 
gli altri due poli della retta (o'u) polare di o; cioè siano o,Oj ì punti in cui 

le rette (ad, bc) formanti la conica polare di o' incontrano quella retta che 

passa per u' e forma con oo' la conica palare di u (133, b). 

Due delle tangenti, che da o, ponno condursi alla Cayleyana (133, d), 
coincidono con o,o, e la terza è 0 , 0 ^; cosi pure, delle tangenti che da o^ 


(* A Mmoir on ntrves of thè third ordcr Tramartioos , voi. M7 , furi 2, Loo- 

«lon i»7. p. 1I&-1Ì6). 

(*•) Maclai-mm, I. r. p. 2li. 

(•*•) CAYtiv, Jtfcfnoire tur lei courbts liu troUi^mt ordre, 287. 
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arrirano alta Cayle.vana, due coincidooo io o^o, t la terza è 0^0,. Dunque 
( 30 ) le rette oo^, oOj toccano la Cayleyana in 0,, 0^ . 

Ne segue che la Cayleyaua i il luogo de’ poli congiunti ai punti dell' Hes- 
siana ( 105 ), cioè : se una retta polare si muore inviluppando 
I’ Hessiana, due poli coincidenti percorrono I’ Messia n a 
medesima, mentre gli altri due poli distinti descrivono 
la C a y I e y a n a. 

(a) Si noti ancora che da un punto qualunque 0 dell’ Hessiana partono 
Ire tangenti o(0| , Oj, 0] della Gayley-ana; e due di queste 00| ,00^, si cor- 
rispondono fra loro in modo che la retta passante pei loro punti di contatto 
0|0j è pure una tangente della Cayleyana. 

(b) Quella retta che passa per u', e forma con oo‘ la conica polare di 

u , sega la Cayleyana , non solo in o,0j poli congiunti ad 0 , ma eziandio in 

0 ,'Oj' poli congiunti ad 0'. Siccome poi quella retta è pure una tangente della 

Cayleyana, cosi se ne inferisce che questa curva è del sesl’ ordine. 

Il che può dimostrarsi anche nel seguente modo. Da un punto t partono sei 
tangenti dell’ He.ssiana ( 133 , c ) ; ciascuna di queste rette ha due poli coinci- 
denti in un punto dell' Hessiana medesima, dunque gli altri dodici poli giac- 
ciono nella Cayleyana. .Ma i poli delie rette passanti per i sono tutti nella c 0- 
nica polare di i, epperò questa sega la Cayleyana in dodici punti; cioè la 
Cayleyana è una curva del sesl’ ordine. 

(c) Da quanto precede si raccoglie che, se 00, è una tangente della Cayle- 
yana, il punto di contatto 0, è un polo congiunto a quel punto 0 dell’ Hes- 
siana che giace in quella retta , senza però che vi giaccia il suo corrispondente 
o'. Dunque, se indichiamo con e il punto di contatto della oo' colla Cayleyana, 
o sarò un polo congiunto al pitnto u'. 

Sia v’ il terzo punto in coi I’ Hessiana è segata dalla retta uu', e sia v 

il polo coniugato a v'. Quella retta che passa per t>' e forma con uu' la co- 

nica polare di t> segherà 00' nel punto e. 

Ora, la retta polare di t> rispetto alla conica polare di 0 passa per o', 
perchè qttesla conica è un pajo di rette incrociate in o'. Ma la retta polare di 
V rispetta alla conica polare di 0 coincide ( 130 , b) colla retta polare di o 
rispetto alla conica polare di o, cioè rispetto al sistema (uu', v'u); dunque il 
polo 0 ed i punti u' , s, 0’, in cui la retta 00' taglia la conica e la retta 
polare anzidetto, formano un sistema armonico ( 110 , a); ossia; 

La retta che unisce due poli coniugati è divisa armo- 
nicamente dal terzo punto ov’ essa incontra I’ Hessiana, 
e dal punto ove tocca la Cayleyana (*). 

136 . L’inviluppo delle rette polari de’ punti di una data retta R è una 
conica, che è anche il luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad A ( 103 ) , 
ed anche il luogo dei poli di A rispetto alle coniche polari dei punti di A 
medesima ( 135 ). Questa conica, che secondo la teoria generale ( 104 ) è la 
seconda polare (pura) di A, si chiamerà, nel caso attuale, piti brevemente 
poloconica (pura) della retta A. 

(a) La conica polare di un punto 1, oltre all’essere il luogo de’ punti 


t' Catlev, à itemoir un carni eie. p. lls. 
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le cui celle polari concorrono in i , può anche definirsi l’ inviluppo delle celle 
le cui poloconicfae passano per ■ (104, g). 

(b) Le celle le cui poloconiche hanno un punto doppio son quelle che 
cosliluiscono le coniche polari dei punii dell’ Hessiana (128), cioè sono le 
langenli della Cayleyana. 

Consideriamo adunque la cella od (fig. 8.*) e ricerchiamone la poloconi- 
ca , come luogo dei poli delle coniche polari langenli ad od . Siccome od fa 
parie della conica polare di u, cosi questo punto sarà doppio per la poloco- 
nica richiesta (128), Osservisi poi che la conica polare di ciascuno de' punti 
0,0 ha due punii coincidenti comuni con od', dunque la poloconica di 
questa è il pajo di rette uo, uo'. 

Vediamo cosi che I’ Hessiana è il luogo de’ punti doppi 
delle poloconiche risolvcnlisi in due rette, ed è anche 
I’ inviluppo di queste rette; mentre la Cayleyana è invi- 
luppala dalle rette a cui si riferiscono il nel le poloconi- 
che (•). 

(c) Il luogo di un punto rispetto alla conica polare del quale due rette 
X, A' siano coniugate, i una conica (la seconda polare mista di , giusta 
la teoria generale ) , la quale può chiamarsi la poloconica miila delle rette XR'. 
Essa è anche il luogo dei poli di una qualunque di queste rette rispetto alle 
coniche polari dei punti dell'altra (125, a, b). 

(d) La retta polare del punto comune a due rette RR' tocca le polpco- 
niche pure di queste rette in due punti , che giacciono nella poloconica mista 
delle rette medesime (125, c ). 

>37. Se (ina retta R incontra I’ Hessiana io tre punti 
abc j lo poloconica di R tocca questa curva ne’ poli db'c 
coniugali a quelli ( 122, 127 ). Donde segue che, se R è una tangente 
ordinaria dell’ Hessiana , il cui punto di contatto sia a ed il punto di semplice 
intersezione &, la poloconica di R avrà coll’ Hessiana un contatto qiiadripunto 
in d (polo coniugata ad a) ed un contatto bipunto in 6' (polo coniugalo a 
é). E se R tocca 1’ Hessiana in un flesso a, la paloconica di R avrà colla 
curva medesima un contatto sipunio in d (127,d). 

(a) I sei punti in cui l’ Hessiana è toccata dalle poloconicbe pure di due 
rette giacciano nella poloconica mista delle rette medesime (127). Dunque; 

Se due rette incontrano I’ Hessiana in sei punti, i poli 
coniugati a questi giacciano in una stessa conica (**); 

Se pei tre punti in cui I’ Hessiana è laccala da una 
paloconica si fa passare un’altra conica qualsivoglia, que- 
sta taglia I’ Hessiana in tre nuovi punti, ne’ quali questa 
curva i toccata da una seconda poloconica. 

Abbiamo veduto ( 136 , b) che, se o, o' sono due poli coniugali ( fig. 8.“ |, 
ne’ quali 1’ Hessiana sia toccata da rette concorrenti in u , queste rette cosli- 
tniscono la poloconica ( pura ) di od. Questa poloconica tocca I’ Hessiana in 


(* C*ytKY , .4 3Irmn(r nn rurm tir. , p. 4.11. 

Più ((/'nfratfflfnk, «i* nna cftoif* taglia I' Hnsiana in Sfi ponti , i poh conmfiti a qapsti jiac- 
cioflo in un’ altri rooici ( 139 . 
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u , 0 , 0. Dunque questi Ire pumi ed altri Ire analoghi giacciono sempre in 
una stessa conica. 

(h) Le quattro rette che da u si panno condurre a toccare allroie 
I’ Hessiana sono quelle che costituiscono le poloconiche ( pure ) delle due 
rette concorrenti in u’ e formanti la conica polare di u (13U,h|. I punti di 
contatto di quelle quattro rette sono in una conica Ungente all' Hessiana in 
u (130,d),c d'altronde i punti di contatto dell’ Hessiana colle poloconirhe 
pure di due rette giacciono nella poloconica mista di queste. Dttnqtie ; 

La conica polare di ttn punto u dell' Hessiana, rispet- 
to all’ Hessiana medesima, coincide colla poloconica mi- 
sta delle due rette che formano la conica polare di ii, 
rispetto alla citrra fondamentale. 

138. Una trasversale condotta ad arbitrio per ttn polo fisso o seghi la 
cubica fondamentale ne' punti a^a^a-, e la conica polare di o in m,mj . Nel- 
la medesima trasversale si cerchino i due punti determinati dalle due 

equazioni; 


I _j^/ 3 i_'j _L_J_/ 3 L\ 

Ofi] 2 V on»! om^ / ’ ojij 2 \ om^ om, / ’ 
ossia dall’ equazione quadratica ; 

I 1/1 1\ 4 3/1 \ \* 

2) r-j ( • )-t 1 1—0. 

o/i^ Ofi \om, omj/ omi.omj 4\om, em.j/ 

tre punti ed i loro 


Ma per le relazioni che hanno luogo fra 
centri armonici m,m 3 ( ili. ) , si ha : 


1 1 2/1 1 1 

h = — I 1 1 1 , 

om, offl] 3 Voa, oo^ oa,/ 


OQi.OOj 


)• 


om,.om.j 3 \ oOfOa^i oos-oot 
onde I' equazione 2) potrì scriversi cosi: 

^Ofi 00/ \o/A 00| oOi 0%' \ofi oa^' ^Ofi oon oa, oo,/ 


Vofi 


J-V. 


<Xh 




003 ' 


0 . 


Facendo girare la trasversale intorno ad o, il luogo de' punti sarà 
ttna cttrva di second' ordine , che si può chiamare conica cateUile del polo o (*). 
Se i punti 0/13 coincidano , cioè se la trasversale tocca la cttbica in 


(*) QujI MreU>« i' inaloKi hcfrca |yr nn« curri randimmUIr di ordior nf dovrebbe toodfir> 
re id una curta ioUUitM dell' ordine (m — — 2 i. Versasi t Salimin, Uightr piane cMriyi, 

p. &»>69. 
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Oj e la sega in a, , l’ equazione 3) manires(a nel primo membro il fallore 

. Dunque la conica satellite contiene i sei punti 

ou oa^ 

in cui la cubica fondamentale è segata dalle tangenti 
condotte pel polo. 

Se i punti coincidono , cioi' se la trasversale tocca in ni| la coni- 

ca polare di o, le t) mostrano che i punti coincidano entrambi in m,, 
vale a dire, in questo punto la trasversale tocca anche la conica satellite. 
Dunque la conica satellite tocca la conica polare ne' pun- 
ti in cui questa è incontrata dalla retta polare. 

(a) Da quanto or si è detto e dal teorema (39, b| risulta che, se o ^ 
un punto dell’ Hessiana , cioi se la conica polare di o è un pajo di rette 
concorrenti in o', anche la conica satellite sarà un pajo di rette concorrenti 
in questo medesimo punto , e propriamente il pajo formato dalle rette satelliti 
di quelle che costituiscono la conica polare di o. 

Dunque ciascuna delle due rette concorrenti in o' e facenti parte della 
conica polare di o ha per punto satellite (39, b) il punto o'. Ossia: 

L' Hessiana i il luogo de’ punti satelliti delle rette 
che toccano la Cayleyana. 

(b) Si attiene un’ altra definizione della Cayleyana, osservando che (fig. 8.*) 
il punto uè (133) il tangenziale di o' (come anche di o) rispetto all’ Hes- 
siana; e siccome le rette o(a,b, u,u') formano un fascio armonica , cosi oo' 
è la retta polare di u rispetto alla conica polare di o. Dunque la Cayleya- 
na è I’ inviluppo della retta seconda polare mista di due 
punti dell’ Hessiana, I’ nn de’ quali sia il tangenziale 
dell’ altro (♦). 

Abt. XXIII. l’anela di rnrre del (era* ordine 
avenll I nedenlml 0ea»l. 

139. Il teorema (71), applicata alla cubica fondamentale C^, significa 
che , se per un punto fisso t della curva si tira una trasversale qualunque a 
segar quella in altri due punti i,ij, il luogo del coniugato armonico di f ri- 
spetto ad t,ij è la conica palare di t. 

Ma se i è un flesso della cubica, la conica palare si decompone nella 
relativa tangente stazionaria ed in un’altra retta I che non passa per i (80). 
Dunque il luogo del punto coniugato armonico di un flesso 
di una curva, rispetto ai due punti in cni questa è in- 
contrala da una trasversale mobile intorno al flesso, è 
una retta (**). 

Alla retta I, che sega la cubica ne’ tre punti ove questa è toccala dalle 
tre tangenti concorrenti nel Desso (39, c), si dà il nome di polare armonica 


’•) CivLiv. A McTnoir on curves eie. p. 439-443. 

MACtAVBITf, L C. p. MS. 

tÙ 
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dri flesso I, e non dee conronder«i coll’ ordinaria rtUa polare che i la lan- 
genie stazionaria. 

(a) Dal flesso i .si liriiio due trastersali a segare la cubica rispetliva- 
mcnle ne' punti oa'. Ai'. Siccome la polare armonica è pienamente determinala 
dai coniugali armonici di i rispetto alle coppie di punti aa'. Ai', cosi essa 
non è altro che la polare di i rispetto al pajo di rette ( ai , a' A' ) , oppure 
rispetto al pajo { oA', a'A ). Dunque (tlO^aj la retta / passa pel punto co- 
mune alle rette ( oA, a b' ) e pel punto comune alle ( oA', a'A ). 

Se le due trastersali coincidono , si ottiene la proprieti che , se pel fles- 
so i si conduce una Irastersale a segare la cubica in a, A, le tangenti in 
questi punti vanno ad incontrarsi sulla polare armonica di i. 

Quanto precede mette in evidenza che un flesso di una cubica ha^ ri- 
spetto a questa ed alla sua polare armonica , le stesse proprietà (*) che un 
punto qualunque possiede riguardo ad una conica ed alla sua retta polare ( 107 ). 

( b ) Se tre rette segano la cubica data rispettivamente ne’ punti iaa'j Jbb', 
Ice', e se ijl, abe giacciono in due rette, anche a'b’c' sono in linea ret- 
ta 1 39 , a ). Supposto che i punti ijl coincidano in un solo ( flesso ) ■ , le 
due rette abe, db'c' concorreranno, come or ora si è osservato, sulla polare 
armonica di i. Se inoltre i punti oAc coincidono in un punto unico , io stesso 
avrii luogo de’ punti a'b'e' ; dnm|iie : 

La retta che unisce due flessi di una cubica sega que- 
sta in un terzo flesso (**). E le tangenti (stazionarie) in 
due qualunque di questi tre flessi concorrono sulla po- 
lare armonica del terzo. 

(c) Da questo teorema e dalla definizione della palare armonica d’ un 
flesso si raccoglie che, se 133 sono tre flessi in linei retta, il punto coniu- 
gate armonico di 1 rispetto a 33 A situato nella polare armonica di 1 , ecc. ; 
e che per conseguenza le polari armoniche de’ flessi 133 sono le rette che uni- 
scono i vertici del trilatero formato dalle relative tangenti stazionarie, col po- 
lo della retta 133 rispetta al trilatero medesimo (76). 

(d) Il teorema «se tre flessi 133 della cubica sono in li- 

nea retta, le loro polari armoniche /, concorrono in 
uno stesso punto > piiA dimostrarsi anche cosi. Siano le tan- 

genti (stazionarie) della cubica ne’ tre flessi nominati; le coppie di rette 
I^l'ì, I^l'i sono le coniche polari de’ ponti medesimi, e queste coniche de- 
vono essere circoscritte ad uno stesso quadrangolo, i cui vertici siano i poli 
della retta 133 (130, a). Vale a dire, le rette devono passare pei 

quattro punti i',/,, /|/.j, Ma le tangenti in due de’ flessi 133 

s’incontrano sulla polare armonica del terzo, ossia passa pel punto /'(fj; 
dunque /, passerà anche pel punto f,/, , c. d. d. 

Di qui si raccoglie che i quattro poli di una retta che con- 
tenga tre flessi della cubica sono i vertici del trilatero 
formato dalle tre corrispondenti tangenti stazionarie. 


(*) CiiSLUz Aper(u Mltnriqae , p. 319. 

(**. MACL4rki:«, /. C. p. 331. 
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ed il punto di concorso delle polari armoniche de’ tre 
flessi (*). 

140. Tre trasversali condotte pel flesso i seghino la data cubica nei 
punti aaì, bb', cc'; esse incontreranno la retta /, polare armunica di i, nei 
punti a, f,y coniugati armonici di ì rispetto alle coppie oa', bb', cc'. Ma 
gli stessi punti a^y giacciono anche nella conica polare di i relativa a qualsi- 
voglia cubica descritta pei sette punti oadbb'cc (139). Dunque questa conica 
polare si risolve in due rette, una delle quali i I; vale a dire (80), t b 
un flesso ( ed / è la relativa polare armonica ) per qualunque curva di terz’ or- 
dine passante pei sette punti anzidetti (**). 

(a) Una cubica ha nove flessi, che sono le intersezioni della medesima 
coll’ Hessiana (100). Siccome poi la retta che unisce due flessi passa per un 
terzo flesso ( 139, bj, cosi per ciascuno di que' nove punti passeranno quattro 
rette contenenti gli otto restanti. Quindi, in virtù del precedente teorema, 
qualunque linea del terz’ ordine descritta pei nove fles- 
si di una data cubica ha i suoi flessi in questi medesi- 
mi punti (***). 

Le cubiche aventi in comune i nove flessi chiamansi ùzigttiche. 

( h I Siccome per ogni flesso della cubica data passano quattro rette , cia- 
scuna delle quali contiene altri due flessi , cosi il numero delle rette contenenti 


4X9 

tre flessi b = 12. Indicando i flessi coi numeri 123 

3 


9 , tali rette 


si possono rappresentare cosi : 


123 , 148, IÒ7, 169, 

456, 259, 268, 358, 

789, 367, 349, 247; 

dove si fa manifesto che queste dodici rette' si ripartiscono in quattro gruppi, 
ciascuno de’ quali è formato da tre rette ( scritte nella stessa linea verticale ) 
passanti per tutti ì nove punti d'inflessione. Dunque pei nove flessi di una cu- 
bica passano quattro sistemi di Ire rette (****), ossia in un fascio di cu- 
biche sizigeliche v' hanno quattro cubiche, ciascuna del- 
le quali si risolve in tre rette (cubiche trilatere). 

Siccome una terna di rette pu5 risgiiardarsi come una linea di terz’ ordine 
dolala di Ire punti doppi , e d’ altronde ( 88 ) un fascia di cubiche contiene 
dodici punti doppi, cosi pei nove flessi della cubica data non passa, oltre i 
quattro sistemi di tre rette, alcuna curva dolala di punto doppio o di cuspide. 

141. Gtnsiderando il flesso t della cubica fondamentale come un punto 
dell' Hessiana ( cioè come un punto avente per conica polare un pajo di rette 
incrociate in un altro punto i'), il polo ■' coniugato (132, b) ad i è il punto 
d’intersezione della tangente stazionaria colla polare armonica. In generale, le 


(•) Pluckkr, .Svvlvm der analytisrhen fìromrtrie, p. 288, 

(**) SsLMOs. lyttre 5 ,ff. A. !.. ChELLE ( GMrnalr di Cskllx, t. 39, Bvrliort ISSO, p. 36S). 

(•**1 Ukshk, l'eber die IVetidepunete u. 8 . ic. p. lOT. 

Plockis, syetem der afia/idiir/ien Geometrie, p. 381. 
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taiigenli all’ Ilessiaiia in due poli coniugali concorrono in nno slesso piinlo 
della medesima (133); d’ allronde essendo i un flesso anche per I' Hessiana 
(140, a), ipiesla curva ha ivi colla sua langenle un coniano Iripunio ; dunque 
la langenle in i" sega I’ Hessiana in i, ossia la retta che ^ tangente (staziona- 
ria) della cubica rondamenlale nel flessa t il anche langenle (ordinaria) del- 
r Hessiana nel polo coniugalo i’ (*). 

(Jiiesla proprietà si poteva anche conchiudere dalla teoria generale (118, 
c ; 119, b I , dalla quale segue ancora che tulle le coniche polari passanti per 
t hanno ivi fra loro un coniano Iripunlo. 

(a) Ciascuna langenle slazionaria della cubica fondamentale, essendo an- 
che una langenle ordinaria dell’ Hessiana , conta come due tangenti comuni; 
onde le due curve avranno altre 6.6 — 9.9=18 langenli comuni, ijiccoine 
poi ogni langenle dell’ Hessiana ha due poli coincideuli nel punto coniugala al 
punto di conlallo e gli altri due poli distinti nella Caylevana (135), cosi le 
dicioilo langenli (ordinarie) comuni all’ Hessiana ed alla cubica fondamentale 
toccano quest’ ultima curva ne' punti in cui essa i incontrata dalla Cayleyana. 

(b) In generale, se o, o' sono due |>oli coniugali, e se u A il terzo 
punto comune all' Hessiana ed alla retta oo' , questa tocca la Cayleyana nel 
punto a coniugalo armonico di u' rispetto ai due od (135, c). .Ma allorchtt 
0 sia un flesso della cubica fondamentale, u' coincide con o' ; epperò (4) 
anche u si confonde con o’. Dun(|ne la Cayleyana tocca I’ Hessia- 
na nei nove poli coniugali ai flessi della cubica fonda- 
mentale. 

(c) Una tangente della Cayleyana, quale t u'r (fìg. 8.*), sega questa 
curva in quattro punti a, 040 ,'o,', i quali sono le intersezioni di u'r colle rette 
costituenti le coniche polari di o, o' (135). Quando o è un flesso della cu- 
bica fondamentale, la conica polare di o i coslilnita dalla langenle siazionaria 
oo' e dalla polare armonica , c quest’ ultima si confonde con u'r , pcrchà u' 
ed o' coincidono insieme. Ond’ i che de’ due punti O|'o/ I' uno cade in d 
(od u') e l’altro si unisce all’ intersezione di due langenli inlìnilamenle vicine 
u'r, o'ot' della Cayleyana , cioè al punto di conlallo fra questa curva e la retta 
u'r. Questa retta ha dunque un conlallo Iripunlo colla Cayleyana; e siccome 
questa curva , essendo della terza classe e del sesl’ ordine , non può avere altre 
singolarità all’ infuori di nove cuspidi (99, 100), cosi; 

Le polari armoniche dei nove flessi della cubica fon- 
damentale sono langenli alla Cayleyana nelle nove cuspidi 
di questa curva. 

(d) L’ Hessiana c la Cayleyana sono dolale di proprietà completamente 
recìproche. Infatti: 

Una langenle qualunque della Cayleya- In un punln qnalunqne o dell’ Hessia- 
na sega r Hessiana in due punti corrispon- na concorrono Ire tangenti detta C.'Vteya. 
denti, cioè aventi lo stesso tangenziale, ed na; due di esse sono corriiqiandrnli , cioè 
in un terzo punto che è il coniugalo ar- la rena che ne unisce i punii di contatto 
nionico del punto di contatto della. Uayle- è una langenle della Cayleyana; la terza 
.vana rispetto ai primi due (135, c). poi è la coniugala armonica, rispetto alle 

due prime, della langenle all' Hessiana in 
o ( 135 , a ;. 

;•) CiKinca , t'eèer die tt'endefnnyenlea der fiirren dritUr On/mitij (Cìomak Cskl li-bos- 
chaSot, L sa, Berlino IS6I , p. 232). 
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Da ({iicsla perfetta reciprocità segue che le proprietà della Cayleyana si 
potranno conchinderc da quelle dell' Hessiana e viceversa, l’er esempio : 


I nove punti i,nc’ quali l’ Hessiana è 
toccata dalle sue tangenti stazionarie, sono 
i flessi anche delle intlnile curve di terzo 
ordine passanti pei medesimi. 

Al fascio di queste curve appartengo- 
no quattro trilateri, cioè i nove flessi sono 
distribuiti a tre a tre su dodici rette R, 
delle quali in ogni punto t nc concorrono 
quattro. 

I vertici dei quattro trilateri sono i 
dodici punti r (*;. 

Fra le curve di terz’ ordine aventi i 
flessi in comune coll’ Hessiana v’ è anche 
la cubica fondamentale C, , rispetto alia 
quale r Hessiana è il luogo di un punto 
che abbia per conica polare un pajo di 
rette , c la Cayleyana è l’ inviluppo di que- 
ste rette. 

Le tangenti stazionarie /' della cubi- 
ca Cj toccano I’ Hessiana e la Cayleyana 
ne’ punti »' comttni a queste due curve. 


Le nove rette / tangenti alla Cayle- 
yana nelle cuspidi , sono tangenti cuspidali 
per tutte le infinite curve di terza classe 
eh’ esse toccano. 

Alla serie di queste curve apparten- 
gono quattro triangoli, cioè le nove rette 
I concorrono a tre a tre in dodici punti 
r, ciascuna di quelle contenendo quattro 
di questi. 

i lati dei quattro triangoli sono le do. 
dici rette R. 

Fra le curve di terza classe aventi per 
tangenti cuspidali le rette / ve n’ ha una 
Af, (**), rispetto alla quale la Cayleyana 
è 1* inviluppo di una retta il cui primo in- 
viluppo polare (82) sia una coppia di pun- 
ti, e r Hessiana è il luogo di questi punti. 

Le cuspidi della curva If, sono i nove 
punti i' ore I’ Hessiana e la Cayleyana si 
toccano. 


142. Dato un fascio di cubiche, una trasversale qualunque le incontra in 
terne di punti formanti un’ involuzione di terzo grado , e ne' punti doppi di 
questa la trasversale tocca quattro cubiche del fascio (49). Se le cubiche sono 
sizigctiche (ossia se hanno i nove flessi comuni) e se la trasversale è la po- 
lare arinoifica / di un flesso i, le tre intersezioni di una qualunque fra quelle 
cubiche sono i punti di conlatto fra essa e le tangenti che convergono al flesso 
i (139). Sia r uno de' punti doppi dell'involuzione; la cubica passante per 
r toccherà ivi sì la trasversale / che la retta ri, cioè avrà in r un punto dop- 
pio. Ma i soli punti doppi in un fascio di cubiche sizigetiche sono le interse- 
zioni scambievoli delle terne di rette contenenti a tre a tre i flessi (140, b); 
dunque i quattro trilateri (sizigetici) formati da tali rette hanno i loro vertici 
allineati a quattro a quattro sulle polari armoniche de’ flessi. 

Di qui si ricava che , se r è un vertice di un trilatero sizigetico , r dovrà 
giacere nella polare armonica di ciascuno de’ tre flessi situati nel lato opposto 
del trilatero medesimo; o.ssia: 

I punti in cui si segano a tre a tre le polari armoni- 
che dei flessi sono i vertici dei ((uattrii trilateri formati 
dalle dodici rette nelle quali giacciono distribuiti a tre 
a tre i flessi medesimi (***). 

Considerando uno qualunque de' trilateri sizigetici , i suoi lati contengono 
i nove flessi, mentre pei vertici passano le nove polari armoniche. Sia r uno 
dei vertici ed 123 i flessi giacenti nel lato opposto. Siccome per r passano le 


(*) Qntsl.'i proprirlì sarti dimostrata fra poco (143). 

(**) È desiderabile una ilelinizinne di questa curva come inviluppo di una retta variabile. 

(•*») liRssa, Eigcnschafien der Wendepunete dtr Curven driller Orduung u. a. ip. ( Giornale 
di CaBiLK, t. 3S, Berlino 1849, p. 357 — 361). 
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polari' armoniche <li 123, le quali fanno parte delle coniche polari di quegli 
punti rispetto a tutte le cubiche .sizigetiche del dato fascio | HO ), cosi la retta 
123 sarà, relativamente a tutte queste curve, la retta polare del punto r 
(130, a). Dunque ciascun vertice di un trilatero sizigeticoè 
polo del lato opposto rispetto a tutte le cubiche sizige- 
t i c II c. 

143. Proseguendo a studiare il fascio delle cubiche sizigetiche, una qua- 
lunque di esse sia incontrata dalla polare armonica I del flesso t ne’ punti 
mm'm" , onde in questi punti le tangenti alla curva saranno i(m, m’, m"). Ij 
tangente (stazionaria) alla cubica medesima nel flesso t incontri I in n. La 
cubica è individuata da uno qualunque de' quattro punti nmm m” , epperù, al 
variare di quella , la terna mm'm" genera un’ involuzione ( di terzo grado ) pro- 
iettiva alla semplice punteggiata formata dai punti n. 

Se rr,rjr, sono i punti doppi dell’involuzione, essi sono anche ( H2) vertici 
de’ quattro trilateri sizigetici; siano poi u,StS, le intersezioni dei lati rispetti- 
vamente opposti colla retta /. Per queste cubiche trilatere, le tangenti al flesso 
i sono evidentemente gli stessi lati i(s, s, , Sj, Sj); ond’ è che, ogniqualvolta 
i due punti m'ni" coincidono in r , i punti mn si confondono insieme con t. 

La retta in, che tocca una cubica del fascio nel flesso i, è anche tan- 
gente all’ Hcssiana di questa nel punto n (HI). Dunque, se una data cubica 
del fascio incontra la retta I ne’ punti mm'm" , le rette i ( m , m' , *n" ) sono 
tangenti nel flesso i ad altrettante cubiche del fascia, aventi per Hessiana la 
curva data. Ossia una data cubica è, in generale, Hessiana di 
tre altre cubiche sizigetiche ad essa (*). 

(a) Se la cubica data è un trilatero, iiu vertice del quale sia r ed il 
lato opposto passi per t, le tre tangenti i(m', m”), tm riduconsi alle due 
ir, i$. La seconda di queste rette può risguardarsi come tangente stazionaria 
della cubica data, la quale è per tal modo Hessiana di sò stessa. E l'altra 
retta ir sarà tangente in i ad una cubica (del fascio) avente per Hessiana il 
dato trilatero. Dunque ciascuna cubica trilatera è Hessiana di sé stessa e di 
un’altra cubica (del fascio). Cioè in un fascio di cubiche sizige- 
tiche vi sono quattro curve le cui Hessiane sono i quat- 
tro trilateri del fascio. 

(b) Cerchiamo se nel dato fascia vi abbia alcuna cubica che sia Hessiana 
della propria Hessiana. (Ina cubica C ha per Hessiana un’altra cubica, e I’ Hes- 
siana di questa è una nuova cubica t". Assunta invece ad arbitrio nel fascio 
la curva C , questa è Hessiana di tre cubiche, ciascuna delle quali è alla sua 
volta Hessiana di tre altre cubiche C; talché C dà nove cubiche Siccome 
le cubiche C, C sono individuale dalle rispettive tangenti in i ( 4G ) , od an- 
che dai punti n , n' in cui queste segano la polare armonica / , |iossiamo dire 
che ad ogni punto n corrisponde un solo punto n' , mentre a ciascun punto 
11 ' corrispondono nove punti n; quindi la coincidenza di due punti conispon- 
denti n, n' avrà luogo dieci volte, cioè vi sono dieci cubiche sodisfacenti alla 
condizione proposta. Di questo numero sono i quattro trilateri sizigetici ; ep- 
(lerò, lasciatili da parte, avremo: 


(* llMSK. ieber dir FJiminathn drr l'flriaòe/u u. s. ic. (Giornate di csblli, I. SS, BerUis» 

isti , p. S9 . 
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L'n fascio ili cubiche sizigeliclic contiene sei cubiche, 
ciascuna il elle quali è Hessiana della propria Hessiaua (*). 

144. Vogliamo ora trovare la relazione segmentaria opriiuente la projet- 
tivitit che ha lungo fra I’ involuzione di terzo grado formata dai punti mm'm" 
e la semplice serie generata dal punto n ( 1 43 |. l’reso |ier origine de’ segmen- 
ti un punto r, cioè quel vertice di uno de’ trilateri sizigetici che cade nella 
retta /; e chiamato m uno qualunque de' punti mm'm", la projetlività di che 
si tratta sarà espressa da un’equazione della forma (24, a): 

1) (/l.rn-t-/l')rm -i-3(^.rti-+-B')rm -t-3(C.rn-r-C')rm-t-/).rn-i-D'=:0, 

ove A, A', B,... sono cneflicienti costanti. Il punto i corrispondente ad r (143) 
suppongasi a distanza infinita, cnm’ è lecito fare senza sminuire la generalità 
dell’ indagine ; perche trattandosi qiti di relazioni fra rapporti anarmonici , 
possiamo ai punti nella retta / sostituire le loro projezioni fatte da un centro 
arbitrario sopra una retta parallela al raggio che passa per s (18). 

Ciò premesso , siccome i tre valori di rm corrispondenti ad rn=rs = (x> 
devono essere rm = rs , rm' = 0 , rm" = 0 , cosi se ne trac .4 = 0, C = 0 , 
0 = 0 . 

D’ altronde s è un punto della retta polare di r rispetta a qualunque 
cubica del fascia (143), quindi (11): 

-L--L 1 1 _ 3t" 

rs rm rm' rm" D' ’ 

ma rs è infinito, dunque C = 0. Cosi l’equazione 1) diviene: 

2) A', rm^ 3{ B . rn B" ) rm* -s- D' = 0. 

La condizione affinchè la 3) , considerando rm come incognita , abbia due 
radici eguali è: 

3) A"‘D'-*-i{B.m->-Bf = 0, 

cioè questa equazione del terzo grado rispetto ad rn darà quei tre punti n 
( l|S,Sj ) a ciascuno dei quali , come ad s , corrispondono due punti m coin- 
cidenti ( r,r.,rj ). 

Se nella stessa equazione 3) si fa rm = rn, oltiensi : 

4) (.4' -t- 3B) m»’ -r- 30'.rn'‘ -t- O' = 0, 

ossia ciascuno de’ punti n dati dalla 4) coincide con uno de’ corrispondenti 
punti m. Ma i punti n dotati di tale proprietà sono ( oltre ad s ) gli stessi 
punti i,s,s, dati dalla 3); dunque le equazioni 3), 4), dovendo ammettere le 
stesse soluzioni, avranno i coeflìcienti proporzionali. 


(*) Saìmoh, Hioher piane eurvet , p. IRI. aroknolo, Zmt Throrù der homogenen Fun- 
etionen dritten Gradet ton drei Variabeln (Gioraale di cailli. I. 39» Bfriiao 1830» 133^. 
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L’ equatione 4) non cooliene I’ rn lineare ; onde eguagliando a zero il 
coellicìenle di rn nella 3) , si avrà = 0 , ossia B' — Ò ; perchè il por- 
re /?= 0 farebbe scomparire il segmento m dalla 2). Quindi le 3) , 4) di- 
vengono ; 

iB\7n -¥-A‘^D' = 0, ( A'-4- 3B) rn’-r- 0 = 0, 

donde eliminando rn si ha : 

6) (A'-B)lA'-h2B)*=0. 

Posto A' = B e per brevità D'= — 4A''B, ovvero posto /C' = — 2B e 
per brevità D' = — h^B, le eipiazioni 3), 4) in entrambi i casi danno; 

6) rn^ — Ir' — O, 

e le radici di questa equazione saranno rS| , rs.^ , rs-, . 

Fatto adunque h^=zrn , B" = 0 ed inoltre A' = B, ovvero X' = — 2B, 
I’ ei|uazione 2) diviene nel primo caso ; 

7) ( rm — rn )(rm -H 2rn )* = 0 , 
e nel secondo: 

( rm — rn )’ ( 2rm -t- rn ) = 0. 

Cioè nel primo caso uno de’ tre punti m corrispondenti ad n = (s|,Sj,Sj) 
coincide collo stesso n , mentre gli altri due si riuniscono in un sol punto 
(r|,r 5 ,rj) diverso da n. Nel secondo caso invece, due de’ tre punti m cor- 
rispondenti ad n =: (i|, s^, Sj) cadrebbero in n. Ma nella quislìone che ci 
occupa si verifica il primo caso, non il secondo ( 143); ond’ è che dobbiamo 
assumere A’ =■ B, non già A' =■ — 2B. 

Dunque la richiesta equazione per la projeltività fra 1’ involuzione forma- 
ta dalle teme di punti min'm" e la semplice punteggiata formata dai punti n 
può essere scritta cosi : 

8) rm ■+■ 3rn . rm — 4A^ = 0 , 

ove A esprime un coelficiente costante. 

(a) I punti sono dati dall’equazione 6) , ed i punti r,rjr;, dalla 7): 

rm -i- 2rn = 0 , 

ossia dalla: 

rm -t- 8A^ = 0 ; 

dunque entrambi i sistemi di quattro punti ss,s^., , rr,r,r, sono equianar- 
monici (27). 

Ne consegue che, se i è un flesso reale delle cubiche sizigetiche, due 
de’ quattro vertici r giacenti nella polare armonica I sono reali, gli altri due 
imaginari (26). E per la reciprocità già avvertita (141,d), due delle quat- 
tro rette R ( lati de’ trilateri sizigelici ) concorrenti in i saranno reali , le al- 
tre due imaginarie. Che almeno uno de’ flessi di una cubica sia reale , rìsulta 
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■uaniftsto dall' essere ditpari il numero totale delle intersezioni della cubica 
coir Hessiana. 

Sia dunque 1 un flesso reale; e delle quattro rette R (140,b), cioè 
t23, 148, 157, 169, siano reali le prime due, imaginarie coniugate le al- 
tre. 1 quattro flessi 57,69 saranno necessariamente tutti imaginari,ed invero 
uno de’ primi due sarà couiugato ad uno degli altri due. Siano coniugati 5 e 
9 , 6 e 7. Le due rette reali 59 , 67 , e le due rette imaginarie coniugate 
56, 79 si segano separatamente in due punti reali r, rg , situali nella polare 
armonica del flesso 1 (139, a). 

Essendo reali le rette 123, 148, i flessi 23, e cosi pure 48, sotto o 
entrambi reali , o imaginari coniugali. D' altronde le coppie di rette [24 , 38], 
[28,34] devono dare gli altri due vertici r^, r, , situati in linea retta con 
r, r, . Ma r^r, sono imaginari, dunque i punti 2348 non possono essere nè 
tulli reali , nè lutti imaginari ; cioè 23 sono reali , e 48 imaginari. 

Da ciò segue che de’ nove flessi di una cubica Ire soli 
(in linea retta) sono reali, essendo gli altri imaginari 
coniugali a due a due (*). E delle dodici rette A, che contengono le 
terne de’ flessi, quattro [123, 148, 259, 367] sono reali; le altre no. Uno 
de' quattro trilateri sizigelici ha un solo vertice reale; un altro ne ha Ire; i 
rimanenti nessuno. 

(b) Come si è supposto sin qui, sia m uno de' punti in cui una data 
cubica del fascio sega la retta /, e sia n I’ intersezione di questa medesima 
retta colla tangente al flesso Supponiamo poi che i punti IH, fi abbiano 
analogo significalo per I’ Hessiana della cubica suddetta ; avremo similmen- 
te alla 8): 

rS’ ■+• 3rN .Tm^ - 4A’ = 0. 

Ma r Hessiana passa, come si è già osservato (143), pel punto n, 
talché sarà: 

9) rn* -t- 3rJV . rn* — 4A’ = 0 , 

donde, dato il punto n , si desume il punto N. Per esempio, se n cade in r, 
si ha tN — co, cioè fi coincide con s ; e se n è uno de’ punti r,r^rj , ossia 
se n è dato dall’ equazione : 

m* -t- 8A’ = 0 , 

si ottiene; 

2rJV m =,0 , 

vale a dire , fi è uno de’ punti s,SjS;, . Di qui si ricava che le cubiche sizi- 
geliche le cui tangenti al flesso ■ passano per uno de’ punti rr,rjrj hanno 
per Hessiane i trilateri sizigelici; come già si è trovalo altrove (143, a). 

Se invece è dato il punto N, 1' equazione 9) dà i Ire punti n corrispon- 
denti alle Ire ciihiche, la comune Hessiana delle quali è la curva relativa al 
dato punto TV (143). 


(*) Ptocvni, 5v<lm <frr ai«i/|rtt«àen GtonulrU, p. 36S. 
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(c) Se la cubica dala i Hessiana della propria Hessiana (I43,b), ii 
avrà olire 1' equazione 9) anche la : 

rJV* 3rn . riV* — — 0. 

Soltraggasi questa dalla 9), e dalla risultante, omesso il fattore rn — rN 
che corrisponde alle cubiche trilatere , si elimini rN mediante la medesima 9) ; 
ottiensi cosi la; 

tO) ro‘-20h’.rn’-8A‘ = 0, 

equazione di sesto grado, che di i sei punti n corrispondenti alle sei cubiche 
dotate della proprietà d’ essere Hessiane delle proprie llessiane. 

H6. Le quattro tangenti che in generale si possono condurre ad una 
cubica da un suo punto , nel caso che questo sia il (lesso i , sono le rette 
i ( n , m , m', ni'' ). Ond' à che il rapporto anarmonico della cubica (t3l,b) 
sarà quello de’ quattro punti nmm'm", ne’ quali la polare armonica del flesso 
t incontrata dalla tangente stazionaria e dalla cubica medesima. 

Ciò premesso , possiamo ricercare quali fra le cubiche sizigetiche del dato 
fascio sono equianarmoniche e quali armoniche (I3t,b). 

Siccome i tre punti mmW sono dati dalla 8) , cosi i quattro punti 
nmm'm'' saranno rappresentati dall’ equazione ; 

1 1 ) rm* -t- 2m . rm* — 3m* . rm* — 4A’ . rm + 4A’ . rn = 0 , 

che si ottiene moltiplicando la 8) per rm — m. 

La condizione necessaria e suOìeiente affinchè la 11) esprima un sistema 
equiauarmonico è (37); 

rn ( -t- 8A’ ) = 0 , 

che rappresenta i quattro ponti rr,rjr,. Dunque (I44,b) un fascio di 
cubiche sizigetiche contiene quattro curve eqiiianarrao- 
niche, ciascuna delle quali è anche datata della proprie- 
tà d'aver per Hessiana un trilatero ( sizigetico ). 

Affinchè la 11) rappresenti un sistema armonico, dev’essere (6); 

rii' — 20A’ . to’ — 8A‘ = 0. 

Quest’equazione coincide colla 10); dunque un fascio di cubiche si- 
zigetiche contiene sei curve armoniche, le quali sono an- 
che le cubiche dotate della proprietà d’essere Hessiane 
delle proprie Hessiane (*), 


(*) Stivov , Bìfhtr piane merci , p. lai 
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Art. XXIV* I»R cnrra 41 ic>rs* ordine considerata 
come Hessiana di tre diicrse reti di coniche* 


1 46. Una data cubica qualsivoglia può rìsguardarsi come Hessiaua di 
Ire altre cubiche ad essa sitigeliche ( U3 ). Ciascuna di queste tre corre dà 
origine ad una rete di coniche polari , epperò la cubica data sarà I’ Hessiana 
di tre distinte reti dì coniche, liispetto a ciascuna di queste tre reti, la cu- 
bica data è il luogo delle coppie de’ poli coniugati (132, b); dunque in tre 
guise direrse i punti di una cubica possono essere coniugati a due a due, per 
modo che due punti coniugati abbiano lo stesso tangenziale , ossia nella cubica 
esistono tre sistemi di punti corrispondenti (133, a). 

Ed invero, se o à un punto della cubica data ed u è il tangenziale di 
esso, da u partono, oltre uo, altre tre tangenti (130, d); siano o' o" d" 
i punti di contatto. Abbiamo cosi le tre coppie di poli coniugali oo' , oo" , oo'”, 
in relazione alle tre diverse reti che hanno per comune Hessiana la cubica 
data. 

Applicando lo stesso discorso a ciascuno de’ punti o' o" o ", come al punto 
0 , si vede tosto che per la prima rete sono poli coniugali od ed o'o'"; per 
la seconda oo" ed o'"o'; per la terza oo"' ed do", 

(a) Essendo od,o"d" due coppie di poli coniugali relative ad una stessa 
rete , se le rette oo" , o'o'" si segano in y e le oo'" , o'o" io a , anche ya 
sarà una coppia di poli coniugati relativi alla stessa rete (134). 

I punti 0 , o" , y sono in linea retta , epperò i loro tangenziali ( che sono 
anche i tangenziali ordinatamente de’ punti o' , d" , a) saranno allineali in una 
seconda retta (39 , b). Ma i tangenziali di o, o" coincidono in u; dunque il 
tangenziale comune di y e a sarà anche il tangenziale di u. Donde sì racco- 
glie che ; 

Se 0 d o" d" sono i punti ove una cubica ò toccata 
dalle tangenti condotte da un suo ponto u, i punti diago- 
nali X y z del quadrangolo oo'd'd" giacciono nella cubica, 
e le tangenti a questa in u x y a concorrono in uno stessa 
punto della curva. 

(b) Dal teorema (134) risulta che, se ad , bb' sono due coppie di punti 
corrispondenti della cubica , affinchè questi siano relativi ad uno stesso sistema 
è necessario e sufEcienle che il punto comune alle ab, db' ed il punto comune 
allenò', nò giacciano nella curva. Laonde, avuto riguardo alla proprietà (45, d), 
potremo concludere la seguente: 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una cubica, 

I vertici opposti formano tre coppie di punti corrispon- 
denti relative ad uno stesso sistema. 

Qui si offre immediatamente la ripartizione in tre diversi sistemi de' qua- 
drilateri completi inscritti in una cubica. 

( c ) Siano aa, , òò, due coppie di poli coniugati relative a due reti di- 
verse; a il tangenziale di a ti a^; p il tangenziale di ò e òj. Siano e, Cj, 

Y le terze intersezioni della cubica colle rette ab, a,ò,, a|l;sarà j il tangen- 
ziale si dì c che di Cj. Dunque e, Cj sono due poli coniugati, relativi però 
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alla terza rete (b). Co») pure, se le rette oij, a|b sellano la cubica nei punti 
C) , C| , questi sono poli coniugati rispetto alla terza rete medesima (*|. 

147. Dato un punto o ed un fascia di coniche circoscritte ad un qua- 
drangolo tfgh , quale ò il luogo de’ punti di contatto delle tangenti coudotte 
da 0 a queste coniche? Siccome per o si può condurre una conica del fascio 
e quindi ad essa la tangente in o , cosi il luogo richiesto passa per o. Oltre 
ad u, ogni trasversale tirala per questo punto ne contiene altri due del luogo, 
e sono i punti doppi dell’ involuzione che le coniche del fascio determinano 
sulla trasversale (49). Dunque il luogo richiesto ò una cubica, la quale passa 
anche per tfgh, poichò si può descrivere una conica del fascio che tocchi oe 
in e , ovvero of in f, ecc. 

Ciascuna conica del fascio sega la cubica in altri due punti m, m' (oltre 
tfgh), che sono quelli ove la conica tocca le tangenti condotte pero. La retta 
mai , polare di o rispetto alla conica , passa per un punto fisso u ( il punto 
opposto ai quattro tfgh) (65). Quando la conica passa per o, i due punti 
mm' coincidono in o; laonde questa conica tocca la cubica in o, ed u è il 
tangenziale di o. 

Fra le coniche del fascio vi sono tre sistemi di due rette , e sono le cop- 
pie di lati opposti (tf, gh), (tg, fh) , {th, fg) del quadrangolo dato; per 

ciascuno di essi i punti mm' coincidono nel relativo punto diagonale. Donde 

segue che i punti diagonali o o" o'" del quadrangolo appartengono alla cubi- 
ca , e le tangenti in questi punti concorrono in u. 

Siccome le rette o(e, f, g, h) sono tangenti alla cubica in e, f, g, h, 
cosi la conica determinala dai cin<|ue punti otfgh ò la prima polare del punto 
0 rispetta alla cubica medesima. Analogamente la conica uoo'o’'o" ò la prima 
polare di u. 

148. Sia 0 un punto qualunque di una data cubica f?, , ed u il tangen- 

ziale di 0 . Se AT, è una cubica, la cui liessiana sia la conica polare di 
u rispetto a Xj è un pajo di rette, una delle quali passa per o (133, b); 
dunque la retta polare di o rispetto a JC, passa per u. Ma u giace anche nella 
retta polare di o relativa a Cj , giacche quest’ ultima curva è toccata in o dal- 
la retta ou ; dunque in u concorreranno le rette polari di o , relative a tutte le 
cubiche descritte pei punti comuni a Tj e (84 , c) , ossia: 

Se una retta tocca una cubica in nn punto o e la sega 

in un altro punto u, le rette polari di o, rispetto alle 
cubiche sizigetiche colla data, passano tutte per u (**). 

(a) Siano oo'o"o" ì punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica 
data dal punto u; pel teorema precedente, u giace nelle rette polari di cia- 
scuno dei quattro punti suddetti, rispetto a tutte le cubiche sizigetiche. Dun- 
que le coniche polari di u rispetto alle cubiche medesime passeranno per 
oo'o'n" (*•*). 

Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo oo'a"o"' sono le coniche 


Hlmh. Ctber Cyrvn driUer Ordnung und die AegeiecAmitté , veìehe diete Oirveii in 
drei terieiiiedenen Punrien òeriiAren tCioniale di Ciiillb. t. 36. Beriiflo 1646. p. 148— 1S2). 

! •*) Salhos, On rurves of thè thied arder, p, 533. 

Catlst, à Memoir on curo» eie. p. 443. 
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polari di u rispetto a quelle tre curve sizigeliche la cui Hessìaua è P, , epperù 
saranno tangenti alle tre corrispondenti Cavleyane, 

(b) Si noti inoltre che o'o'V' sono i punti diagonali del quadrangolo for- 
mato dai quattro punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica data dal 
punto 0 (146, a); dunque 6 i il polo della retta o"d" rispetto alle coniche 
polari di o relative a tutte le cubiche sizigeticbe (108, b); ecc. 

149. Siano i tre punti in cui una retta sega una data cubica, ed 
OgaiOja,, CgCgCjC^ ì punti di contatto delle tangenti che da quelli si 

possono condurre alla curva. Siccome i tangenziali di tre punti in linea retta 
sono pur essi in linea retta , cosi la retta che unisce uno de’ punti a con uno 
de’ punti b passerà necessariamente per uno de’ punti e; epperù i dodici punti 
abc giacciono a tre a tre in sedici rette (*). 

Siano OgigCg tre punti scelti fra quei dodici in modo che siano allineati 
sopra una retta; e siano a,6,c, , i punti corrispondenti a quelli 

rispettivamente nelle tre reti di coniche, alle quali dà nascimento la data cu- 
bica considerata come Hessiana (146). Pel teorema (134) sono in linea retta 
le terne di punti; 

o„6i Ci , b(i C( Qi , 

®fl > Ay Cj , 

®(l A.T Cj , Ag C;j Og , 

oltre ad OgAgCg. 

E pel teorema (146, e ) sono in linea retta anche le terne : 

ù|AiC;(, flt^ A3 C| , o^jAiCg, 

0| A3 Cg , Clg A( C3 , O3 Ag C| . 

Queste sedici rette si possono aggruppare in otto sistemi di quattro rette 
ciascuno , le quali contengano tntt’ i dodici punti di contatto (** (***) ). 

( a ) I punti o,A|C, , che corrispondono ad «gAgCg rispetto ad una medesi- 
ma rete, sono i vertici di un triangolo i cui lati passano ordinatamente per 
Ag, Cg, (134), e sono anche i punti di contatto della cubica colla polo- 
conica della retta OgAgCg, relativa a quella rete (137). Dunque (39) le rette 
che uniscono i punti a|A|C| ai vertici del triangolo formato dalle tre tangenti 
uQi , ^b , , fCi , concorreranno in uno stesso punto , che è il polo della retta 
a§j rispetto alla conica suddetta ('**). 

E superflua accennare che la stessa proprietà compete ai punti UgAgCg , 
OgA^r-, che sono i corrispondenti di OgAgCg rispetto alle altre due reti. 

(h) Le rette OgAg, a,A| s’incontrano sulla data curva in Cg, onde questa pas- 
sa si pei punti comuni ai due sistemi di tre rette {aa„, fib„, ^Cg), (o^, OgAg, OgAg), 
si pei punti comuni agli altri due analoghi sistemi (aa,, j^b^, 7'Cg),(a/7, a|A„a,A, ). 


c„a, A, , 

Cg Og Ag , 

**0 A3 , 


(•) PLitcKKR, Svitem der analyliMehtn Oeomfirie, p. J7S. 

(**) Hkur. t'ritr (èrpeti dritler Ordnung u. v. ir. g. |S3. 

(***) PLUcREn, Sl/stem der anail/tUchen Geometrie^ p. tS. 
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Saravvi adunque (50, b) no luogo di lerz' ordine sodisfarenle alla duplice 
condizione di passare pei punti comuni ai due sistemi ( aa„ , (15^ , fc^, ) , 
( aa, , (^b^ , ;Cg ) , e di contenere le intersezioni dei due sistemi ( , n„ig , ), 

I , a|6, , a|5, ). Queste due condizioni sono appunto sodisfatte dal sistema 
di tre rette {a^ , [OI][tO], j-Cg), ore [01] indica il punto comune alle ret- 
te aflg, fbi, ed [IO] il punto ore si segano le an, , . D’altronde, qua- 

Innque luogo di terz’ ordine appartenente al fascio determinato dai due siste- 
mi (a^, n«bii> ) "f" pt'^ essere altrimenti composto 

che della retta aji e di un pajo di rette coniugate nell' involuzione quadratica 
i cui raggi doppi sono a^Ag, a|A| (*). Dunque la retta [01][l0] passa pel 
punto Cg ed è coniugata armonica di j'Cg rispetto alle OgAg, ii|A, (SS, a). 

(c) Per la stessa ragione, se oog ineoiitra ^Aj , |!Ag in [02] , [03], e se 

(?Ag incontra oo^ , oa, in [20] , [30] , le rette [02][20] , [03][30] passano per c,,. 
Laonde , rappresentato con [00] il ponto comune alle wig , ^Ag , i due sistemi di 
quattro punti [00 , 01 , 02 , 03] , [00 , IO , 20, 30] avranno eguali rapporti 
anarmonici , imperocché essi risultano dal segare colle due trasversali ozig , 
|?Ag uno stesso fascio di quattro rette concorrenti in Cg . Pie segue che i rap- 
porti anarmonici de’ due fasci a(og , a, , , a^) , ^(Ag, A, , A,, Ag) sono 

eguali, ossia che i sei punti [00], [11], [32], [33], a, (I giacciono in 
una stessa conica, come si é gii dimostralo altrove (131 , a). 

Analogamente, concorrendo in c, le quattro rette OgA| , a|Ag, OjA, , OgA; , 
i due fasci a(ag, (i| , a«, a,), ^(A, , Ag, A, , A^) avranno eguali rapporti anar- 
monici ; ecc. 

(d) Come nel ponto Cg concorrono le rette [0I][10], [02][20] ,. . . 

così » c, » [00][I1], [22][33],... 

» c, » [00][22],[33][11],... 

* «a * [00][33],[ll][22],...(”). 

Dunque i punti [00], [11], [22], [33], ove si segano i raggi omo- 
loghi de’ due fasci proiettivi a( Og , a, , , Og ), ^(Ag , A, , A^ , Ag ), formano 

un qnadraugolo completo , i cui punti diagonali c, , c^ , Cg appartengono alla 
cubica e sono i punti di contatto di tre tangenti concorrenti in , terza in- 
tersezione della curva colla retta afì. 

Quando i punti coincidano , ritroviamo tin teorema già dimostra- 
lo (M6,a). 

(e) I ponti a, ^ sono i centri di due fasci proiettivi, ne’ quali alle 
rette a(og, ai , 0^,05) corrispondono ^( Ag , A, , A, , Ag). Condotta per a una 
retta qualunque che seghi |9Ag nel punto [xO] ; unito [xO] con Cg mediante 
una retta che seghi aOg in [Ox] ; sarà ^[Ox] la retta corrispondente ad a[xO]. 
In questo modo si trova che alla retta corrisponde ^Cg od aCg , seconda 
che si consideri appartenente al fascio a 0 Dunque (59) aCg, so- 


(*) S< le eoaieke d’un fiscio Iubim un pnalo doppio eoniine te ciMeuno di me romla di 

dne rette iorrociite io (otte le iiulogke coppie di retir formeoo erideatemeole di' inroluiioDc t 
cui reciti doppi rappreMnloDo k doc lìnee del foscto per le quoti è una cuspide i 48). 

^**) In ciascuno de' punti c coneorrono Mi rette Analoghe a (0I)(I0). 
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no le ungenli in ^ alla conica generala dai due fasci projeliisi; ossia 
(107) Cg è il polo della retta rispetto alla conica [00][l l][23][33]. 

Analogaiuente , i punti Cj , c, , c, sono i poli della retta rispetto alle 
altre tre coniche passanti per a(? e per le intersezioni delle tangenti che con- 
corrono io a ed in fi ( 1 3 1 , a ). Ossia : 

Le tangenti che si possono condurre ad una cubica 
da due suoi punti a, fi si segano in sedici punti [xy] si- 
tuati a ([uallro a quattro in quattro coniche passanti 
per o e fi. 

1 poli della retta afi rispetto a queste coniche giac- 
ciono nella cubica, la quale è ivi toccala da quattro ret- 
te concorrenti in y, terza intersezione della curva colla 
retta afi. 

I poli di afi rispetto a tre qualunque fra quelle co- 
niche sono i punti diagonali del quadrangolo completo 
avente per vertici i quattro punti [xy] situati nella quar- 
ta conica (*|. 

(f) La conica polare di Cg, oltre al toccare la cubica in Cg, la seghi 
ne’ punii pyrs. Ogni conica passante per pqrs incontra la cubica in due altri 
punti che sono in linea retta col punto y, tangenziale di Cg (147); dunque 
la conica descritta per pqri ed a passeri anche per fi. 

Si noti poi che il quadrangolo completo pqrs ha i suoi punti diagonali 
in C|C,c, , cioè ne' punti che hanno il tangenziale comune con Cg (146, a). 
Ne segue che il triangolo CfCjCj è coniugato rispetto ad ogni conica circo- 
scritta al quadrangolo pqrs. 

Ma siccome C|CgC, sono anche i punti diagonali del quadrangolo 
[00][11][32][33] , cosi il triangolo c,CjCg è pur coniugalo rispetto alla coni- 
ca nella quale giacciono i sei punti aji[00][l 1][22][33]. Dunque ( 108 , e ) 
questa conica passa anche per pqrs (**)• 

150. Se nel metodo generale (67,c) per costruire il punto opposto a 
quattro punti di una cubica C, si suppone che questi, coincidendo per cop- 
pie, si riducano a due soli a, ò, il punto opposto y sarà in linea retta coi 
tangenziali a, fi di a, b, cioè sarà il tangenziale della terza intersezione c 
della cubica colla retta ab. Ogni retta condotta per y sega la cubica in altri 
due punti mn , pei quali passa una conica tangente in a e 6 alla cubica me- 
desima ; onde , se i punti mn coincidono , la conica e la cubica avranno fra 
loro tre contatti bipunti. Pel punto y passano quattro rette tangenti a Cj ; 
uno de' punti di contatto, c, è in linea retta con ab; gli altri Ire siano C|CgCg, 
e consideriamo la conica tangente in abc^ . I punti CC| sono poli coniugali ri- 
spetto ad una delle tre reti di coniche , I’ Hessiana delle quali è la cubica 
data (146); e se b, è il polo coniugalo a b nella stessa rete, la retta b|C, 


(*) Salmo!*» Théorèmet sur iet courbe* de troi*ième degré, p. 276. — fligher piane cur- 
ve* . p. lai. 

(**) Samuli. KoBitTt, Oh ih* inteneetion* of tangerd* drawn thmugh /tro point* on a cur- 
ve of thè third degree (ijuarlrrly Journal of voi. 3» LooJvn 1860. 

p. 131). 
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passeri per a, e le ie, , b\C si (aglieranoo in aj , polo coniugalo ad a ri- 
spello alla medesima relè (134). Vale a dire, se la cubica é lucrala in abc\ 
da una curva di second’ ordine , i poli a,i,e coniugali ad a6c| rispello ad 
una delle Ire reli sono in linea rena ; donde segue che , rispella alla tele 
medesima, quella curva di second’ ordine ^ la puloconiea della rena o,6|C ( 137 ). 
Analogaroenle , se a.bi , a^b-^ sono i punti corrispondenti ad ab nelle altre due reli , 
le coniche langenli in ohcj, oicj sono le poloconichc delle rclle o.;hjC, a^h^r 
rìspetio a queste reli. 

Cosi le coniche tangenti ad una cubica in Ire punti si 
distri hniscono in tre sistemi, relativi alle tre reti aven- 
ti per comune Hessiana la cubica data. 1 sei punii di coniano 
di due coniche d’ uno stesso sistema giacciono in una conica segante ; e vice- 
versa , se pei Ire punii di contano d’ una conica d’ un certo sistema si de- 
scriva ad arbitrio una linea di second' ordine, questa sega la cubica in tre 
nuovi punti , ne’ quali questa curva b toccala da un’ altra conica dello stesso 
sistema ( 137 , a). 

Se una poloconica dee passare per due punti dali o , o‘, la retta a cui 
essa corrisponde sarà langenle alla conica polare di o ed a quella di o ( 136, a). 
Ma due coniche hanno quattro langenli comuni; dunque per due punii dali 
ad arhilrio passano dodici coniche ( quattro per ciascun sislenia ) aventi tre 
conlalli bipiinli colla data curva di lerz’ ordine. 

La poloconica di una langenle stazionaria, per ciascuna delle tre reli, 
ha un coniano sipunto coll’ Hessiana (137); vi sono adunque venti- 
sette coniche (nove in ciascun sistema) aventi un con- 
tatto sipnnio colla cubica data (*). I punti di coniano sono quel- 
li che nei tre sistemi corrispondono ai nove flessi, vale a dire, sono i punii 
in cui la cubica è toccata dalle langenli condolle per uno de’ flessi ( 39 , d ). 
Uno qualunque di questi punti chiamisi p, g od r, secondo che appartenga 
all’ UDO 0 all’ altro dei tre sistemi. 

Tre flessi in linea retta ed i nove pumi pgr che ad essi corrispondono, 
nei Ire sistemi , formano un complesso di dodici punii ai quali si possono ap- 
plicare le proprietà (149). Dunque; 

Ogni retta che unisca due pumi p ( dello stesso sistema ) passa per 
un flesso ; 

Ogni retta che unisca due pumi pq ( di due diversi sistemi ) sega la cu- 
bica in un punto r ( del terzo sistema ). 

Ed inoltre ( 137 , a) ; , 

I sei pumi p che ( in uno stesso sistema ) corrispondono a sei flessi alli- 
neati sopra due rene, giacciono in una conica (**). 


'*) Stkisbh, GeonetrUehe Uhnótie rcionulf «U Civllv, l. 32. Berlino IHI6, p. 133). 

(**j Hnui. Veber Curvm drittfT Ordnimg u. a. te. p. 16S-I75. 

Olire alle Hemohe citate in questo e nel precedenle irlicolo Teceensi le segnenti: 

MOnius, Ceber dia Grttndforman dar Uitian dar drittar OnCnunq ( ASBandlunsrn drr K. 
SSclisisctien GesellseBin der Wìsseosebanen , t. Bd. Leipiig 1849, p. 40). 

BiLLstiTis, Svita claaai/iaaaioHa dalie avara dai lara* ordina (Memorie della SncielS llaliana 
delle teieoae, t. 25, parte 2., Modena ISSI. p. 33). — Spoaitiona dai nuort mefaxtl di gtomalria 
anatiliaa l Memorie dell’ Istillilo Veneto, sol. 8, Venezia 1860, p. 342). 
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